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В В Е Д Е Н И Е

Большое значение в физике и механике имеет 

изучение распространения волн в бесконечных областях. 

Такими являются распространение радиоволн на большие 

расстояния в атмосфере, распространение звука в море, 

волн в трубах и др. Эти явления приводят к краевым 

задачам в цилиндрических областях для уравнения 

Гельмгольца. Имеется довольно обширная литература, 

посвященная различным краевым задачам для уравнений с 

частными производными в слоистых средах. Подробную 

литературу можно найти, например, в работах [1]-[6].

Для выделения “ физически интересных”  решений 

краевых задач для эллиптических уравнений в 

бесконечных областях со спектральным параметром, 

когда этот параметр есть точка непрерывного спектра 

задачи, применяют три способа, а именно: принцип 

предельного поглощения, принцип предельной амплитуды 

и условия излучения Зоммерфельда. Для краткости эти 

принципы и условия излучения Зоммерфельда принято 

называть принципами излучения.

Принципы излучения во всем пространстве или во 

внешности ограниченной области с гладкой границей 

хорошо изучены в работах А. Н.Тихонова, А. А.Самаре кого 

[7], И.Н.Векуа [26], А.Г.Костюченко [9], М.Г.Гасымова
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[10], В.Г1.Михайлова [11], [12], Е.К.Исаковой [13],

Л.А.Муравья [14]-[16], Б.Р.Вайнберга [17], Д.М.Эйдуса 

[18], [19], В.В.Грушина [20], Г.Лакса, К.Моравца,

Р.Филлипса [51], [52] и др. Более подробную литературу 

по принципам излучения можно найти в [17].

Принцип предельного поглощения для уравнения 

Гельмгольца в двумерном слое рассмотрен в [1], в 

трехмерном слое принцип предельного поглощения, 

предельной амплитуды и условия излучения рассмотрены 

А.Г.Свешниковым в [21]. Условия излучения в слое по 

форме отличны от условий излучения Зоммерфельда во 

всем пространстве или во внешности ограниченной 

области. В трехмерном слое для уравнения Гельмгольца 

условия излучения впервые были выведены 

А.Г.Свешниковым в [21] и теперь в литературе их принято 

называть парциальными условиями излучения 

А.Г.Свешникова. Принципы излучения в многомерном 

слое изучены в работе [22]. Принцип предельного 

поглощения и парциальные условия излучения

A.Г.Свешникова в случае краевых условий Дирихле или 

Неймана для уравнения Гельмгольца в трехмерном 

цилиндрическом волноводе изучены в работе [23]. 

Отметим также работы М.В.Федорюка [24] и

B.М.Фаворина [25].



Принципы излучения не изучены для эллиптических 

уравнений высокого порядка, в частности, для уравнения 

Гельмгольца, в многомерных цилиндрических областях. В 

настоящей работе изучаются эти вопросы, а именно: 

изучены принцип предельного поглощения, принцип 

предельной амплитуды, выведены парциальные условия 

излучения А.Г.Свешникова для уравнения Гельмгольца в 

многомерной цилиндрической области, найдена скорость 

стремления решения нестационарной задачи к решению 

соответствующей стационарной задачи. В двух и 

трехмерных цилиндрах в резонансных случаях при

I —> +оо указана скорость роста решения нестационарной 

задачи. Аналогичные результаты получены для уравнения 

Гельмгольца в п-мерном слое с импедансными краевыми 

условиями и для краевой задачи в многомерном цилиндре 

для эллиптических уравнений высокого порядка с 

постоянными коэффициентами. Доказаны принципы 

предельного поглощения и предельной амплитуды для 

краевой задачи в полупространстве для эллиптических 

систем уравнений с комплексным параметром и изучено 

поведение при I —> +со решения смешанной задачи в 

четверти пространства для уравнений высокого порядка с 

переменными коэффициентами, главные части которых 

являются строго гиперболическими дифференциальными 

выражениями.
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Приведем вкратце приведенные в монографии 

результаты.

В первой главе доказаны принципы излучения для 

эллиптического уравнения второго порядка в 

многомерной цилиндрической области. Для этой цели 

построена функция Грина первой краевой задачи для 

уравнения Гельмгольца в многомерной цилиндрической 

области. Затем исследовано решение смешанной задачи 

для волнового уравнения. При п > 3 имеет место принцип 

предельной амплитуды -  при любом значении частоты 

внешней силы решение нестационарной задачи при

I —> +оо стремится к решению соответствующей

П
стационарной задачи со скоростью I 2, где п-продольная 

размерность цилиндра. При п < 2, в случае, когда частота 

внешней силы равна квадратному корню одного из 

собственных чисел стационарной краевой задачи на 

поперечном сечении цилиндра, при I —> +оо происходит 

резонансное явление, при котором решение 

нестационарной задачи растет при /->+ао, и найдена 

скорость роста решения. Для остальных значений частоты 

внешней силы имеет место принцип предельной 

амплитуды и найдена скорость стремления решения 

нестационарной задачи к решению соответствующей

П
стационарной задачи при / —>+оо, которая равна I 2 .



Этот результат является новым, который не был известен 

раньше. Относительно резонансного явления нам известен 

только один результат ([39], с.469) для смешанной задачи 

для волнового уравнения на конечном отрезке.

Во второй главе в цилиндрической области изучена 

смешанная задача для волнового уравнения с финитным 

возмущением. С помощью функции Грина, которая была 

построена в первой главе для стационарной задачи с 

постоянными коэффициентами, стационарная задача с 

финитным возмущением приведена к операторно­

интегральному уравнению с вполне непрерывным 

оператором, аналитически зависящим от комплексного 

спектрального параметра. Используя теорему Харазова- 

Сили, получено разложение решения смешанной задачи 

при /—>+оо, из которого при конечном числе условий 

ортогональности на правую часть уравнения следует 

принцип предельной амплитуды. Далее, в этой главе 

изучены принципы излучения для уравнения Гельмгольца 

с импедансным краевым условием в многомерном слое. 

Отметим, что такая задача изучена впервые.

В третьей главе изучены принципы излучения для 

эллиптического уравнения высокого порядка в 

многомерной цилиндрической области. Для этой цели 

построена функция Грина рассматриваемой задачи. Здесь 

также найдена скорость стремления решения
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нестационарной задачи к решению соответствующей 

стационарной задачи при больших значениях времени в 

нерезонансных случаях, при этом скорость стремления

П
есть I 2ы , где п -  продольная размерность цилиндра, а 

2Ы -  порядок эллиптического уравнения. При п <  2N  

выявлено резонансное явление и найдена скорость роста 

решения нестационарной задачи при I —> +оо.

В четвертой главе изучены принципы излучения для 

краевой задачи в полупространстве для эллиптических 

систем уравнений с комплексным параметром, изучено 

также поведение при I —> +<ю решения смешанной задачи 

в четверти пространства для строго гиперболических 

уравнений высокого порядка с финитным возмущением.

Основное содержание работы опубликовано в 

работах [57]-[67].

Автор с благодарностью вспоминает одного из 

своих любимых учителей -  известного математика, 

доктора физико-математических наук, профессора 

М.В.Федорюка, трагически погибшего в 1990 году.



Г Л А В А  I

ПРИНЦИПЫ ИЗЛУЧЕНИЯ ДЛЯ 
УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА В 

МНОГОМЕРНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ

В этой главе обоснованы принципы предельного 
поглощения, предельной амплитуды и изучены 
парциальные условия излучения А.Г.Свешникова для 
уравнения Гельмгольца в многомерной цилиндрической 
области. Найдена скорость стремления решения 
нестационарной задачи к решению соответствующей 
стационарной задачи. В цилиндрах с одномерными и 
двумерными продольными переменными в резонансных 
случаях (при этом принцип предельной амплитуды не 
имеет места) указана скорость роста при I —> +оо решения 
нестационарной задачи.

§1.1. О бозн ачен и я , постановка  задачи и 
в сп ом ога тельн а я  теорем а

Обозначим через Кт(у)  т-мерное евклидово 

пространство с точкой у  = ( у ], у 2, . . . ,ут) , а через Кп(х) 

такое же пространство с точкой х = (х],х 2,—,х п) .  Пусть 

Ц  -  Яп(х)хС1 цилиндрическая область в Кп(х) х Ят( у ) , 

где О  есть ограниченная область в Кт(у )  с гладкой

границей дО., где сЮ е  С
Рассмотрим в Ц  следующую краевую задачу

ОБЛАСТИ

(Д + к 2)и(к,х ,у)  = / ( х , у ) . ( 1 . 1 . 1 )
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М(*,х,.у)|г =0, (11 .2 )

Я р,2
где А = 1 ^ 7  + 1 ^  Л х , у ) е С о ( Ц ), к 2

7=1 ОХ, и=1 ЧУ,,
постоянная, причем не обязательно вещественная, Г  -  
граница цилиндра Ц .

Через С ц ( Ц )  будем обозначать пространство 

бесконечно дифференцируемых финитных функций, 

носители которых содержатся в Ц , а через С ' { й ) -  
пространство функций, непрерывных вместе с 
производными до порядка (. включительно в области 
О с Л ,.  х Лп т

Определение 1.1.1. Пусть 1|И̂ 2 * 0 .  Функция 

и ( к , х , у ) е С 2( Ц ) Г \ С ( Ц ) ,  стремящаяся « »улю при х->оо, 

называется решением задачи (1.1.1)-(1-1-2), если она 
удовлетворяет уравнению (1.1.1) в обычном смысле и 
обращается в нуль на границе Г  цилиндра Ц  .

В случае, когда к 2 есть точка непрерывного спектра 
задачи (1.1.1)-(1.1.2), известны три способа выделения 
«физически интересных» решений задачи. Это принцип 
предельного поглощения, предельной амплитуды или на 
бесконечности на решение задачи (1.1.1 > (11  -2) 
налагаются условия излучения. Мы будем обосновывать 
эти принципы и изучим условия излучения Для задачи
(1.1.1)41.1.2).

В дальнейшем через $ = ($1^2 >—>■*„) будем 

обозначать двойственное к х переменное относительно 
преобразования Фурье.

Наряду с задачей (1.1.1 >(1.1.2) рассмотрим также 
задачу

(А  + к 2 )С(к,х ,у )  = 8 ( х , у \  (1-1.3)

& (,к,х,у)\Г =0 , (1.1.4)
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где х , у е Ц , <?(*) -  дельта функция Дирака.

Определение 1.1.2. Пусть 1т&2 * 0 .  Убывающее 
решение задачи (1.1.3)-(1.1.4) при х—>оо (при каждом  
у ^ О . )  будем называть функцией Грина задачи (1.1.1)- 
( 1. 1.2).

В дальнейшем будем пользоваться следующей 
теоремой.

Теорема 1.1.1 (см. [38], с. 15). Пусть

а

Р{1) = ^(р(х)ехф(-х1)с1х, а >  О,
о

где ср{х) -  аналитическая функция, регулярная в точках 
отрезка 0 < х < а , а в окрестности точки х = О 
представимая рядом

<р(х )-ха (а0 + а,х + ...), а > - 1.

Тогда при I -> +оо

,Г (а  + 1)л
— л(х+р Р~\ ’р=I I

где Г(ог) есть гамма-функция Эйлера.
Имеет место следующая асимптотическая оценка 

функций Ханкеля при больших значениях аргумента, 
которая в дальнейшем будем пользоваться (см.[29], с. 169)

Г21—  ехр [1 + 0 (2 - ') ]
1 та V 2 4 ;
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§1.2. П остроен ие ф ункции Гри н а  задачи (1.1.1)- 
(1.1.2) и принцип п р ед ельн ого  п о глощ ен и я

Как мы отметили выше, при к 2 > О для выделения 
«физически интересных» решений задачи (1.1.1)-(1.1.2) 
применяют принцип предельного поглощения.

Определение 1.2.1. Будем говорить, что для задачи
(1.1.1)-(1.1.2) имеет место принцип предельного 
поглощения, если для стремящегося к нулю в 
бесконечности решения этой ж е задачи с комплексным 
параметром к 2 -  к 2 + 18 (е  Ф 0) существует предел

и(к,х ,у)  = \ \ти(кЕ,х ,у )
с - *  О

равномерно по х, у  в каждом компакте из Ц  и и(к,х ,у)  
удовлетворяет предельной задаче.

Для построения решения задачи (1.1.1)-(1.1.2) с 

комплексным параметром к 2 совершим преобразование 

Фурье по х . Тогда получим следующую краевую задачу

Ау + (*е -|я|2 ) » ( * „ * , у )  = У(8,у) ,  (1.2.1)

и(ке,х ,у ) - 0, ( 1.2 .2)
гп

где и(ке, х , у ) ~  Гх̂ х(и(ке ,х ,у) ) ,  - преобразование

Фурье по х и А^ -  оператор Лапласа относительно 

переменной у.
Рассмотрим следующий оператор Ь = - А у с

областью определения

Я (А )= {,9 : .9 € С 2(0 )П С (П ) ,  А д е Ь 2(П), <9|ю = о }.

Относительно оператора Ъ имеет место следующая 
теорема.



Теорема 1.2.1. (см. [39], с.348). Множество 
собственных значений {Л?} оператора Ь счетно и не 
имеет конечных предельных точек, каждое собственное 
значение Я ( имеет конечную кратность и наименьшее 

собственное значение простое. Собственные функции 
{<М.У)} можно выбрать вещественными и 
ортонормированными. Всякая функция из Ь2 (12)

разлагается в регулярно сходящийся ряд Фурье.
Как следует из этой теоремы для собственных 

значений оператора Ь имеет место цепь неравенств:

О < Я, < ^ ••• — Ае < . . .—» оо при (. —> оо

'т’ 2 11̂Так как к,. — |л'| ^ Яе для любого

Л
5е/?„ и и(ке , х , у ) е  /)(/.), го, используя теорему 1.2.1 

для решения задачи (1.2 .])-(!.2 .2 ), получим

( - 3 ,

где Я - резольвента оператора Ь ,

С,С0 = \}(,Х,У)<Р'(У)ЛУ- (1-2.4)
п

Заметим, что Л, и фД.у) не зависят от 5 .

Теперь решение задачи (1.1.1)-(1.1.2) определится
Л

как обратное преобразование Фурье от и(к,.ч,у)

I гЛи{ке , х , у )  = — —--  ] и{кс , з, у )  ехр[-/(5, х)]с!х = 
уАТС) К
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( 2 л ) "  г-1 », Я ,  -  к *  +  |л[

Здесь почленное интегрирование законно в силу 
равномерной сходимости ряда (1.2.3) и его производных 
(теорема 9, [41], с.231). Учитывая (1.2.4) и
Л
/($>У) = Рх- * Л / ( Х’У)) в (1 -2.5), получим

\Ш 4 )  (1.2.6)
( 2яг) Ы «„ /' Л  - к ]  +|.?|

где

/ < (^ )=  / Л ^ ^ О О Ф -  (1.2.7)
о

Обозначим через

Пт | ехр[/«-дг.»)1А .
(2л-) х , - к 2€ +  И 2

' ','т  (1-2.8)
(2 л ) п л'-*°°

Перейдя в (1.2.8) к сферическим координатам и

учитывая сферическую симметричность ( л , -  к] +|5|2У ' , 

будем иметь:

ы \ 1 Ы”"1
х | /ехр(/^-дс||л|со8б>)^©1---- и _-------- _^|а.|5 (12 .9 )

° [ а  ] л,  -  к 2 +[51

14



л

где О г -  сфера радиуса г с центром в начале координат,

в  - угол между направлениями векторов % - х  и з , а а> -
точка единичной сферы. Так как

|ехр(/|^ -  дс||л| со $в)с/со =
о.

"-1 1-"
= ( 2 0 2 (| ^ - + | )  2 Л  (|#-д|ф , (1.2.10) 

2

VI
где ] п (г )  есть функция Бесселя п ор я д к а ----1, то,

2~' 2
подставляя (1.2.10) в (1.2.9), получим

^ и(ке,х ,4)  = (2я )  2 \ $ - х \  г \ ------2— .... </|д[.
0 Ар — ке 4* |5|

п
Пусть п -  нечетное число. Тогда г 2 ] п (г )  есть четная

2
функция. Поэтому

, ( ( г - + | )
./,, <к,,х,<;> = -<2х>  I 1 ------<■ 4»|.

 ̂ -А/ Я, — ке + |5,|

Выражая функции Бесселя через функции Ханкеля 
(см.[29], с .175)

Л (2 )  =  1 (Я « > ( г ) + Я<2)(г )),

получим

15
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Л ,  ( к е , х , 4 )  = 4~' (2л-)‘ <2' +1)|̂  -  х \'~2 Г----------г !______
-л' л  -  к] + [.у12

л +

-И Л/л , - к 1  + ы-
-41 = 7 (|)+ / (2).

'ЛГ <ЛГ ( 1.2 . 11)

Учитывая аналитичность подинтегральной функции в 
(1.2.11) и асимптотику (1.1.5) функции Ханкеля при 

|л|->+оо, применяя теоремы о вычетах и стремив 

N  -> +оо, получим

^ ' \ к Е,х ^ )  = 4 \ 2 л ) ^ +\ - ^  Мш ]
1 Л/— •»

п

Л 2 я \  2 \<!; -х\'~2(1 у, (е))2 ' Н М (^-х \у ,Х е)), (1.2.12)

л , - * 2+|/
я =

= I-

где у ((е)  = ^Л, - к

У (2) = 4 - \ 2 я )~2\ % - х\'~2 П т Г
 ̂ Л/ — *

Л, н ^ (.2)( к - +

Л, -  к;  + Ы 2
-41 =

= -^ (2 я г ) 2 \ 4 - х \ ' ~ 2 ( - 1 у , ( е ) ) 2 ] Н (2)( - 1 \ 4 - х \ у , ( е ) )  (1.2.13)

Так как (см.[29], с.218)

16



Н ? У * )  = ( - \ У  н "  (г), 
2 2

то из ( 1.2.11)-(1.2.13) следует, что

я 1 \
М к е,х ,& = -(2 л )2\^-^~ г(1уе(е))2 я ;," 0|<%-х\у,(е)) (1.2.14)

Далее, поступая так же, как и выше, при четном п 
получим для ^ (̂ке ,x ,^)  формулу (1.2.14). Подставляя 

(1.2.14) в (1.2.6), получим

и(ке,х ,у )  = и 2 л )  2 ]Г  (/> ,(*))2 '<р,(у)х 
4 ы\

X Л * -  ^ Г 2 Н п \  0'|* -  Ш ,  ( № ■  (1-2.15)

Подставляя теперь значение /Д ^ ) из (1.2.7) в (1.2.15) и 

выделяя функцию / (х ) , получим

и(ке, х , у )  = ~ ( 2 л )  2Х (* Г < (* ) )2 Р/ОО*

х Ц д с - ^ Я * 0 (;|х- ф , (е ) )/ / (& гур, {ХЩ Ь  = = ~ ( 2 л ) 2 х 
«, 2 ' «  4

со я

х 1/УЕ (^ (^ ))2 ^ООрДф-^Г2 
Ы  2

(1.2.16)
Функция

С (ке ,х-<!;,у ,2) = ~ ( 2 л )  2.| ](|>Д г))2 '|х-^|'" г х

■



X Н^  0]х -  ^\у, (е))<р> (у)<р, (г) (1.2.17)
2

есть функция Грина задачи (1.1.1)-(1.1.2) с комплексным 

параметром к ] . Таким образом, доказана следующая 

теорема.
Теорема 1.2.2. Функция Грина задачи (1. 1. 1)-(1.1.2) 

является аналитической функцией от к , за исключением
счетного числа точек к = ±Л\12, Р  = 1,2,... , являющихся 
точками ветвления, и для нее имеет место разложение
(1.2.17), где Л, - собственные значения оператора Ь, 

ФгОО _  соответствующие собственные функции.
Из этой теоремы следует
Лемма 1.2.1. Решение задачи (1.1.1)-(1.1.2) с 

комплексным параметром к] представляется в виде

и(ке, х , у ) =  \ . . . \0 (к е,х - % ,у , 2 )/{%,г)<Щ , (1.2.18)

оно единственное, где С(ке,х -  %,у,г) определяется 
формулой (1.2.17).

Учитывая асимптотику (1.1.5) при ?.->оо функции 

( г ) ,  получаем, что ряд (1.2.17) и его производные,
2~'

входящие в уравнение (1.1.1), сходятся равномерно 

относительно е при |лг -  > 0, поэтому, переходя в (1.2.18)

и в его производных к пределу при е—>0, получаем, что 
и(к,х ,у)  является решением задачи (1.1.1)-(1.1.2). Таким 

образом, доказана следующая теорема.
Теорема 1.2.3. Для задачи (1.1.1)-(1.1.2) имеет 

место принцип предельного поглощения (при 
п - 1,2; к *  ±Л|/2, (. =  1,2,.../

18



§1.3. П рин цип  п р ед ельн ой  а м п ли туды

Рассмотрим в М  ~ (о , о о )х  Ц  нестационарную 

задачу, соответствующую задаче (1.1.1)-(1.1.2):

) при ( < 0.

Всюду в дальнейшем вместо 7(/)ехр(/гу/) будем 
писать просто ехр(/<у/).

Определение 1.3.1. Функцию и(1 ,х , у )е  

е  С 2,2((0,оо)х Ц )  П С 0,1 ([0,<х>) х Ц ) ,  стремящаяся к нулю 
при х -+оо , будем называть решением задачи (1.3.1)-
(1.3.3), если она удовлетворяет уравнению (1.3.1) в 
(0,оо)х Ц  и условиям (1,3.2)-(1.3.3) в обычном смысле.

Определение 1.3.2. Будем говорить, что для задачи
(1.3.1)-(1.3.3) имеет место принцип предельной 
амплитуды, если

равномерно по х ,у  в каждом компакте из Ц , где  

9{со,х ,у)  - решение задачи (1.1.1)-(1.1.2) при к - с о .

(1.3.3)

(1.3.2)

(1.3.1)

где / ( х , у ) е С о  ( Ц ), со - вещественное число,

при / > 0,

Пт и(1,х,у)ехр(-1(о1) = ,9(со,х,у)
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Считая и(1, х, у )  по I как обобщенную функцию над 

пространством Д . (см.[40], с. 113) и совершив в (1.3.1)-

(1.3.3) преобразование Лапласа по I , получим следующую 
задачу:

( А - к г) 9 ( к ,х , у )  =  ̂ р - ,  (1.3.4)
к -10)

& (к,х,у)\дЦ =0 , (1.3.5)

где 3 ( к , х , у ) = Х и ( 1 , х , у ) . КеА:>0 и X  есть обобщенное 

преобразование Лапласа по I . Используя результаты 
предыдущего параграфа, находим, что решение задачи 
(1.3.4)-(1.3.5) существует, единственно и имеет вид:

; -1 оо ,----------
9 ( к ,х , у )  = - ( 2 п )  2 ^ ( Ц Л ,  + к 2 ) 2 <р,(у)х

е=1

х Лдг-^|,--§я ‘1) а\х - ^ л г + к 2 ) { ^ - ^ .
« „  2 _ '  к  ~  1 ( 0

Решение задачи (1.3.1)-(1.3.3) определяется как 
обобщенное обратное преобразование Лапласа (см .[40], 
с.96)от 9(к ,х ,у )

1 То+г (2+1)
и{1, х, у )  = —  [ ,9(к, х, у )  ехр (к()с/к =  -—  ---------х

2т * 4

Ы

4<х>+е
1СС+С

I  ' }  ф , + к 2 у ' н ™  (/|х - ^ Я , + к 2 ) ^ ^ - М
к -10)2

И--'
х Л (# )| *  -  4\ 2 (7 ), (1.3.6)

где е > 0  -  любое положительное число. Обозначим через



1ао+е (1г*\
с , и ,  х - 4 ) =  \  « к , у а \ х - ^ \ к , ) ^ ^ с / к ,  (1.3.7)

г '  к - 10)

где к( = ^ Л , + к 2 .

Имеет место следующая теорема 

Теорема 1.3.1. Если <у*±Л '/2,  ̂= 1,2,3,...,

/ ( * , у ) е С ц  ( Ц ) , то для задачи (1.3.1)-(1.3.3) имеет 

место принцип предельной амплитуды, т.е. при I—>+оо

-(-+1) 3-П
и(1, х , у )  = 8  (а), х, у )  ехр(нуГ) +  (2л)  2 /2 / 2 х

«  ---| 
х ^ ц / ( е , 1, (0) / г<ре( у )  +  0 (1  2 ), 

ы

равномерно по х ,у  в каждом компакте из Ц , где  

9(со,х,у) есть решение задачи (1.1.!)-(!.1.2), выделенное 
принципом предельного поглощения, ряд сходится 
равномерно по уе{ .1 ,1  е  [0,+оо), / ,  = \ М № ,  а

К
Ч'((,1,а)) указана ниже.

Доказательство. Для этой цели изучим сперва 
поведение 0 , (1 ,х - ^ )  при /->+оо. Подинтегральная 

функция в (1.3.6) имеет точки ветвления в точках 

к = ±гЛ1/ 2 (при п -  2 логарифмические, а при п > 2 

алгебраические). Устроим на плоскости к разрез как 
указано на рис. 1.
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♦  ^тк

11/2

(* )

г;
к = /ю

, ( 2)

к = -/Я1/2

рис.

Для (Я,,+А:2) 4 2 выбираем т>’ ветвь, которая

положительна, когда аргумент положителен; а для 
логарифма берем ту ветвь, которая вещественна, когда 
аргумент положителен- Так как подинтегральная функция 
при К е ^ > 0  растет на бесконечности не быстрее 
полинома, то, используя теорему об обобщенном 
преобразовании Лапласа, (см .[40], с.113) можно показать, 
что контур интегрирования в (1.3.7) можно заменить 
контуром Рг , который состоит из отрезка

[е -/ (Я 1/2 + 8 ) , е  + /(Я1/2 +<?)], параллельного мнимой оси, 
и лучей, лежащих в левой полуплоскости и выходящих из 

точек к = ±/(Я1/2 + 8 ) ,  где 8  > 0 -  любое малое число. При 

больших / интеграл пО контуру Р, сходится абсолютно.

Для применения в дальнейшем метода перевала 

(см.[38], с.61) участки разреза вблизи точек к = ±/Я'/2

22



будем считать параллельными вещественной оси. 

Обозначим Г, =  Г/ Ы Г ;  II С ‘ °  С )С '2), где С ' " , С<2), Се 
окружности радиуса 8 с центрами соответственно в точках 

к = ±/Я'/2, Л = 0 ; Г / , Г,7 - берега разреза.

Пусть с о - ^ 1 . Применяя к (1.3.7) с контуром 

интегрирование Рг теорему Коши для больших I,  
получим

—-1
С, (I, х -<!;) = 2т{10( ) 2 х

х я « >| (*\х ~  )ехр 0 а*) + в Г1 (I, х - % ) ,  (1.3.9)
2

где

в, =у1яг -  о)2 ,
а

в Г' « , х - & =
г, г 1 к - к о

Изучим теперь Ог (1,х -  ̂ )  при /—>+оо.

Пусть п -  нечетное число. Тогда, используя 
соотношение

У „ (г) + ехр(/л-(у -  1 )Уп (г)

Я ^ ( г )  = — ----------------------------------------------------^ - (1.3.10)
2 ' / 81(1 7Г( — -  1)

2

--1
(см.[29], с. 175) и то, что г 2 у и (г )  - целая функция, 

получим
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Ог, и ,х  - # ) =  — Л  , 0'|* -  ̂ )ехр(Л/)(/А.
— 10) 2(

Так как подинтегральная функция в выражении 
Ог (1 ,х -% )  ограничена, то при е - + 0  интегралы по

и учитывая значение функции (Не,)2 у„ (фс-^|к, )  на

Используя разложения У „ (г ) в РЯД Для нецелых значений 

V и ограничиваясь только первым членом разложения 
(остальные члены разложения при больших I дадут 
величины большего порядка малости, чем первое 
слагаемое), будем иметь

контурам С*7), у = 1,2 стремятся к нулю равномерно по 

рг-^1 в каждом компакте. Так как для нечетного п

Н О 2 )п , ( - * )  = - г 2 ]„ (г),
—I
2

-I
2

берегах разреза, получим

Ог (/,х -  4)  = 2 [ : - ] п (/|* -  %\к, )ехр{к1)4к;
' А к -  ко г '{ к  -  1(0 I

Х ~%\ г ( ^ Г 2
т-2 { * 1г — »✓>>

ехр (к1)с!к. (1.3.11)

Представим (1.3.11) в виде
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' - Я

(/д/л + Л е у  

к -1(0

/Я'/2 -а-и\п -0+/Л"2'

I + /  М
[-о+а'/2 -,л"2 -а- 4 '2

-*1ехр(к1)<1к = — -----Ь —  [7, (/) + у 2 (/) + у 3 (/)],

2 ‘ г | -

где а > 0 . Оценивая по модулю, получаем, что третий 
интеграл в этой сумме при I —>+оо экспоненциально 
убывает

П
./,(/) = 0 (Л ^ехр (-аО ). (1.3.12)

Рассмотрим теперь первые два интеграла.

Сделаем замену к — 1Л}1!2 — —г  в первом интеграле и 

к + 1Л\п  =  -т во втором интеграле.

Тогда

п I I

•Л (0  = ( - 1 )2 ехр(/Я1; 2/) [ Г ----- —— ехр(-тГ)Лг.
О Щ  — 1(0 — т

К этому интегралу при /->+оо применим теорему 
1.1.1. Тогда

М О  = 2 2 /2Г
" _ 1  "  с  1 пп

Ч2у

ехр(/Я'/2/)
~ИТ2 ~~Г 2 - й>

I 2 + 0  I 2 (1.3.13)
V /_

Аналогичным образом, при ? -»+оо  для У2(/) получим
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г 2т(  п \ п  У ]) ехр(-/'4/20
п

( - п - Ло+

1  2

V  ^

. (1.3.14)

Из (1.3.11)-( 1.3.14) следует, что при ( - >  +оо

где

у/(е,I, а )  = х ] 2 

равномерно по |х-^|.

( - 1 )2 ехр(/Д, I) ехр(-/Л, 1)
•,1/2 „  

А ,  — С О Д'/2 + СО

—I
Пусть теперь п -  четное число. Тогда 22 НЦ ( г )

2~'
является аналитической функцией от 2 с 
логарифмической точкой ветвления в точке 2 = 0 (см.[29],

—-1
с. 177). Так как г 2 } п (г )  будет целой функцией в этом

2~'
случае, то получим

С Г ( 1 , х - & = — | (Л ,)2 ) п (| ]х-ф ,)1п  
к  —1

- ф , ехр(/г/)

к - 1 0 )
(1к.

В силу того, что подинтегральная функция в 
выражении (гг< ограничена в е окрестности точек

к = ±1Я\12, то при 6' —> 0 интегралы по контурам С^1’ и 

С(2) стремятся к нулю равномерно по \х-%\ в каждом 

компакте. Далее, учитывая значение подинтегральной
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функции на берегах разреза (-/'Л1/2,/Л1/2)  и ограничиваясь 

только первым членом разложения, получим

С Г1« , х - Я =  \(1к(Г 2 * ^ с 1 к  + (ХГп '). (1.3.16)
"-2 г „ у *  к -1(0

2
2 )

Значит, для С Г/ и в случае четных п получили такое же

выражение (1.3.11), как и в случае нечетных п. Поступая 
так же, как и выше, получаем, что при I —>+<х> для четных 
п имеет место асимптотика (1.3.15). Из сказанного и из 
(1.3.9), (1.3.15) при /—►+<» получаем

С , (1,х -  ̂ ) =  2т {гв ,)2 Н (п' ̂  (/|дг - ^|0,)ехр(йаГ) +
2

п п п
+ 2 | х - ф 2( 2[1//(е,1,а>) + 0 ( Г ' ) \ .  (1.3.17)

Подставляя выражение С е( ( , х - ^ )  из (1.3.17) в (1.3.6), 

при I —> +оо получаем

/(2/г) ^
и(1, х , у )  = ---------- ех р (/ «0 Х  V, (У) х

4 ы\

+
К 2*'

(2 л -^ 2+1> — “  ---I
+ ------------ / 2( 2^<//(?,1,(0)/1<РАу ) + О(1 2 ), (1.3.18)

^ =̂1

где

/г = | / Л < ^
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равномерно по х, у  в каждом компакте из Ц  . Из (1.2.15) 

получаем, что первая сумма в (1.3.18) есть решение задачи
(1.1.1)-(1.1.2), выделенное принципом предельного
поглощения. Таким образом, при /->+оо для решения 
задачи (1.3.1 )-(1 .3.3) получаем следующую асимптотику

и(1, х , у )  = 9  (со, х, у )  ехр(/а>1) +

( 2 л ) ^ +,) - -  — “  --1
+ ------------ / 2( 2 '%1//(?,1,а ) ) / /<ре(у )  + 0(1 2 ). (1.3.19)

2 ы\

Отметим, что ряд в (1.3.19) сходится равномерно по 
З^еП. Теорема 1.3.1 доказана.

Докажем теперь сходимость ряда в (1 .3.19).

Введем обозначение. Через Н {' \ 0 . )  будем

обозначать пространство функций, которые вместе со 

всеми обобщенными производными до порядка (  
включительно принадлежат ^2(^ ) -

Имеет место следующая
л \тЛ—+ — +т-1

Лемма 1.3.1. Пусть дО. е  С 2 2 -1 . Тогда ряд

,1,о>)/г<р,(у)  (1.3.20)
ы

сходится равномерно по у  е  О. и I е [0,+оо).

Доказательство. Пусть срД.у) собственная функция 

задачи Дирихле для оператора Лапласа. Тогда известно, 
что при условии леммы обобщенные собственные 
функции являются классическими собственными 
функциями. Поэтому, если

Д <р, (у )  = Л,<р, (у),  <р, (у)|ю  = 0,

то
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1М1
Р Л Д а =0 , =0,...,Д[21-2^Д > ')|

Тогда по лемме 3 из [41] (с.229)

0. (1.3.21)

ап

г 1+1
Д 2 <р,(у ) (1.3.22)

МП)

если +1 - четное число или

Ир'ОоИн0! 1*" й С
-1- ]

[а2 2 М у )I (1.3.23)

если

как

Я(|,(П)

+ 1 - нечетное число, где С от  ̂ не зависит. Так

д > ,о о =я>,оо, (1.3.24)

с соответствующими граничными условиями (1.3.21) и

Ц . ■
п п

!кД>0|;/(1,(П) = ^гас1(р((у)\ с}у + \(р](у)Оу = 
п о

=  \Ь<Р'{у)<Р'(у)4у + \<р](у)с1у-л( + 1. (1.3.25)
п п

Поэтому из (1 ,3.22)-(1.3.24) следует

[уИ

1 Ы ^ )| Ь >  < С ,Я ,2 Ц^ооЦ, (П),
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если + 1 - четное или

если + 1 - нечетное. Учитывая (1.3.25), в обоих

случаях имеем

Так как по теореме вложения С.Л.Соболева 

то из (1.3.26) следует

§1!!
|*О0|,.(5 ) * М , ’  ■

Установим теперь сходимость ряда (1.3.20)

(1.3.26)

^Ч'Ц*иа>Ур,(у)/ ,
е-\ С(Я)

< X И * . со % /,\\(р1 (у)^ . -  < С Х Я 4 2 2 2|Л |.
ы\ ы\

Известно, что (см. теорема 5 из [41], с. 190)

2 г_
С0Г < Л г < С / т, (1.3.27)

Применяя элементарное неравенство, получим
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где С0 и С| -  постоянные. 
Положим

р ( у ) =  \ / ( ^ у № ,  = \ р (у )<рА у )(1у -
«„ п

Тогда в силу условия на /(<%,у) функция % ) е С 0* ( и ) .
п  . т .—+[—]+т-1

Так как 5 0 е С 2 2 , то, применяя теорему 8 из [41]
(с.230), получим

| К Г ^ 4 С р ^ „ (п). (1.3.29)

Подставляя выражение Р ( у )  в Рг и используя теорему 

Фубини, получим

р * =  л  \ т у Ш у Щ ^  = \ М 4 ) ^ 4 = / п  (1-3.30)
я. [п ] к„

где

М €) = \/(.4,у)<р,(у)<*у-
п

Тогда из (1.3.27), (1.3.29), (1.3.30) следует, что оба ряда в 
правой части (1.3.28) сходятся. Лемма доказана.

В теореме 1.3.1 был рассмотрен случай со ф ±%', \

Изучим теперь резонансный случай, т.е. случай, когда

О) ~ ±Я'/ц2 - Имеет место следующая

Теорема 1.2.2. Пусть со = ±Л1/ 2 ((.0 -  фиксированное 

натуральное число) и п >  3. Тогда для задачи (1.3.1)-



(1.3.3) имеет место принцип предельной амплитуды, т.е. 
при I —> +оо

ехр (~йо()и(1, х, у )  =

выделенное принципом предельного поглощения.
Доказательство. Будем изучать поведение 

0 , ^ ( 1 , х - ^ )  при /->+оо. Изучение же 0 , (1 ,х - % )  при

I *  10 приведено в доказательстве теоремы 1.3.1.

Пусть п>3 -  нечетное число. И для определенности

возьмем о) = Л',12. Так как в этом случае г 2 у п (г )  есть
< 2  П

целая функция, то из (1.3.10) получаем

= 3(со, х , у )  + (2 л) / , 0<Р,„(У) + 0 ( (  2),
П

равномерно по х, у  в каждом компакте из Ц , где  

•9(т ,х ,у )  есть решение задачи (1.1.!)-(!.1.2) при к = со,

Г(-— + 2)/(—1) 2

Разлагая в ряд и ограничиваясь
2

только первым членом разложения, получим
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1-2 —-I
X \ ( к - а ^ У  (к + /А'/2) 2 ехр(к1)(1к + 0(1 2 ). (1.3.31)

г/.

Так как подинтегральная функция в (1.3.31) имеет 

суммируемую особенность в точках к = ±Л^2 , то при

г  -> 0 интегралы по контурам С'.1 ’ и С ‘2) стремятся к 

нулю. Учитывая значение подинтегральной функции на 
берегах разреза, получим

—2 --1 
| ( ^  -  /Я"2 ) 2 (/; + /Я'/л2) 2 е\р(к()с/к =

Г'о
—2 --1 

= 2 |(А: -  а ' / о2) 2 (к +1% ; ) 2 ехр(к()с/к = 23(1)
г;

Представим ./(/) в виде

<4!,
У (0  =

■а-/Я}'а -а+|Д|С
кл-/д '/ ,2) 2 “ х

- 2

-а+М У. -/Я

X (А: + /Я'/о2) 2 ' ехр(к1)с1к =  У, (/) + У2(() + у 3(/). (1.3.32)

Применим к интегралам 7 , (0 ,  ^ 2(0  теорему 1.1.1 при

I - * + ° °  , а интеграл 73(0  оценим по модулю.

Тогда

./,(,) = ( -1 )4 ^ 22“'4 } ~ ']Г(1 -  1 ) е х р ^ V 2"' + 0 (Г 2), (1.3.33)



3п_х п 2 1(»_2) _
72(/) = ( - 1 )4~ 22_ Я2 2 Г(^)ехр(-/Я'|2/)+0(/ 2 ), (1.3.34)

|У3(/)| < С е\р (-а1 ). (1.3.35)

Из (1.3.31)- (1.3.35) следует, что при I ->  +со

П+1 " я
(-1 ) 2 2 2л-Ьс-^ Г 2 +

О г, ----- ехр(/д','г0  +
Г ( - Г 2)

--1

+ ^ - ^ Л 2/  ехр(1Я\,21 ) \ х - 0 ~ ' Г 2+ + 0(1~2), (1.3.36)

равномерно по \х-%\ в каждом компакте. Отметим, что 

первое слагаемое в (1.3.36) не что иное, как значение 
функции

П | _______
2 ш ( ф 2 + Я,о ) 2 (/|х -  %\т]к2 + Я 1о ехр(к1)

2

при к = /Я1/2. Поэтому

П | ______
Сг 0 , х - $ ) = 2 т ( ф 2 + \ ) 2 н у  ф - ^ 2+ Я 0)ехр^)|ы /̂2 +

о * —I Со
2

+ Я2(Г П ехр(/Я'/2/)Ь -  ф ' Г 2+' + 0 ( Г 2). (1.3.37)
п - 2  0 "

Для остальных 0,(1,  х - % )  при справедлива

асимптотика (1.3.17).



Пусть теперь 4 < п  -  четное число. Тогда так же, 
как и в доказательстве теоремы 1.3.1, учитывая 

разложение функции Н {̂  ( 2) ,  получим

)»

х 1п
:- 4 /Л х - ^ Ы к 2 + Я, ехр(к()

к -  /Я11/2 с1к.

Разлагая (2)  и ограничиваясь только первым членом
2 1

разложения, получим

с г,„ (<’х ~ 0  = 2 2(-т- 2)!|х -  ^|'2+ ехр(/Я'/о20  +

/ х-

-2
22 г ( " ) г;

|ехр(&)(А -  /Я''2) 2 (А: + /Я^2) 2 '<й. (1.3.38)

Далее, поступая так же, как и при оценке интеграла 
(1.3.31) при /->+оо, получим

]ехр(к()(к-1Я\/2) 2 (А: + /Я1/2) 2 с!к =
г;

= Г2 (2Я’/о2) 2"' ехр(/Я,/о2ОГ(^- - 1)/ 2*' + 0 ( Г 2). (1.3.39) 

Из (1 .3.38)-(1.3.39) при /->+оо получаем

°г,„ (*,х-<Ц) = 22 (^  -  2)!|де -  |̂_2+1 ехр(/Я"20  +
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+ - — ' 2 ' 4 :  ']\х ~ ^ \ 2 ' ехР(‘Л'/„2 2+1 +0(1  2), (1.3.40) п -  2 "

равномерно по |*-^| в каждом компакте. Отметим, что 

первое слагаемое в (1.3.40) есть значение функции

2Я7(/д/*2 + Л,о ) 2 Я ^ ф г - ^ А 2 + Я,о ехр(& ) 

при А =  /Я|/2. Поэтому

— 1
2

______ п |
СГ(1 (/ ,* -^) = 2 т ( ф 2 + \ ) 2 Я11» (/|х- ^ к 2 + \  )е х р Ц

4 —1 -(--I) " --+1 —
+ ------ г 2 Я2 2 |х-^|Г'ехр(/Я^20/ 2+ + 0(/ 2). (1.3.41)

и  -  2  " 0

равномерно по |*-^| в каждом компакте. Для остальных

0 , (1 ,х-<^) при справедлива асимптотика (1.3.17).

Подставляя значения С Д / ,*-^ ;) из (1.3.17), (1.3.37) и 

(1.3.41) в (1.3.6), при I -»+ со  получим

ехр(-1а>1)и(1, х, у )  = 9  (со, х, у )  +

(2 л - )^ +1) ” -1 -(--О +1
Ч , ‘ 2 Л , п . ( у ) + 0 ( 1 2 ),

равномерно по х , у  в каждом компакте из Ц ,  где 

9(а>,х,у)  есть решение задачи (1.1.1)-(1.1.2) при к = со, 
выделенное принципом предельного поглощения. 

Рассмотрим теперь случай п <  3 .
Предварительно докажем следующую лемму.



Лемма 1.3.2. Пусть Ь е есть контур, указанный на 
рис. 2. Тогда для любого I > О

Пт — ^ 1 ехр(1с1)М =
к - Ш .  Н‘•с

о
= 2лг'ехр(Ц/)1п/ -  2л 2 ехр (Ц /) -  2ягехр(/с/,/) [ехр(^)

рис.2
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Доказательство. Интегрируя интеграл по контуру 
Ье и учитывая обход в окрестности точки к = /с/,, 
получим

г]п(А— Ш ехр(к()с/к = [ Iп2 ( Л: -  й/. )ехр(&/)й№.
; «  -  /а, 2

Так как подинтегральная функция в последнем интеграле 
имеет суммируемую особенность в точке к = с̂̂ ,̂ то при 

б: —>• О

1 ~ Г ~ Г ^ ехР(к1)<1к = - 1-  х
д к - ш , 2

/б/| -оо+/сУ,
||п2 (А -  й/, )ехр(к()с1к + |(1п(А: -  й/,) -  2лг)2 ехр(& )^*

-00+/</, Ц

Отсюда

, А -  юг,

о
= 2л7'ехр(й^/)1п/ -  2/г2 ехр(Ц /) -  2я>ехр(й/,/) |ехр(у)1п| у|с/у.

-00

Лемма доказана.

Теорема 1.3.3 .П уст ь  (0 = ±1Ли2, и = 1,2. Тогда для'О
решения задачи (1.3.!)-(!.3.3) принцип предельной
амплитуды не имеет места и для и(1,х,у) при 1 - > +  оо 

справедлива следующая асимптотика



ехр(1со1)и(1,х, у )  -

/2 -1
----2/(„<Рг„(у)12 +0 (1 ), если п = 1,

(2 тгУ 

1

(2 л ):

равномерно по х, у  в каждом компакте из Ц  . 
Доказательство. Пусть и = 1. Тогда

Н ^\(2) = л1—  е*Р(/2)
_2_

Я2

1/2Поэтому при со = Я

п  -1 I 2 '’Т  ехр(4х-А/*:2 + Я, + ̂ 0
в & х - я ^ ч - г — й 1 7  ^ ^  ( к з -42>

НИ* " Я  Л .  Л 2 +Л(Лг-/Я,/2)’ Л)

Устроим на плоскости /г разрез ( - /Я1/2,»Я|/2), как 

указано выше, и для корня ^к  + /Я/2~ берем ту ветвь,

которая положительна при аг§(А ±  /Я1'2) = 0. Пусть

Так же, как и в доказательстве теоремы 1.3.1, учитывая 
хорошее убывание подинтегральной функции в левой 
полуплоскости и применяя теорему Коши, получим

0 ((1,х - 4 )  = 2л
2л  ехР (- х -  ^  \

1 к -*1  4 Лг А,о

2 |.ехр(-|х -  ̂ к 2 + я /  + к1)^  ^  |*^ЛК\ |Л Ь | V ?

\ л \ х - 4 \ 1  Л 2 + л, ( к - а ' 12)
у 'о

Рассмотрим при / -> +оо интеграл 
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( 1х_ 4)=
г, л ] к 2 +  Л , ( к  -  1Л1/2)* *0

Подинтеграпьная функция в выражении ,/г ( г , х - ^ )  

имеет суммируемую особенность в точках к = ± 1 ^ ' 2 . 

Поэтому при 8  -> 0 интегралы по контурам С̂ .1' и С (2) 

стремятся к нулю равномерно по \х-%\ в каждом

компакте. Учитывая значение подинтегральной функции 
на берегах разреза, получим

л , ( « - й = 2 ( | . з . ч.....44)
«з  (20 ! ГД  }  к - I X йЛ)

Основной вклад в ,/гД г ,х - ^ )  при /->+оо дает первое

слагаемое. Вклад остальных членов ряда (1.3.44) при 
/ -> +оо имеет больший порядок малости. Тогда при
I —> +оо

.1У (1 ,х -% )  = 4 2 л А г 4 х 

I
/ 2 ехр(/Д1,2/) I2 е х р (-ы 12/)

11/2 11/2 11/2 , 11/2
Ал  —  А  А Р +  А'•О г <п /

I 2 + 0(1 2), (1.3.45)

равномерно по \х-%\ в каждом компакте.

Из (1.3.43) и (1.3.45) при /-»+оо получаем
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С ' ( ( , х - 4 )  = 2 2 п СХР<Н* -  + / < 20
\ х ~ $ л ~

2/ 2 Я,
' 1 О  1 ехр(/Я12/) ехр(-/Я'/2/)^ 1

Я'/2-Я ,/2 я'/2+я,/2
( 2 + 0(/ 2)

+ Х -С  2 X

, (1.3.46)

равномерно по \х-%\ в каждом компакте из Кп .

Рассмотрим теперь С ,о(1,х-<!;). Представим ее в

виде

0 >а( 1 , х - ^ )  = 1 1 

ехр(-|х- 4 \^ к 2 + Я,о ) - 1

я \ х - 4 1

ехр(Л/)

1/2\1 /2( к - а иу и (к + а и2) *0 <0
- ( Л  +

I
е\р(к()с/к

I /2\I/2( к - 1 Л ' ^ у , г (к + 1А'^)

= 1 1 [ (^ Ч о + ^ ’со)
у4*-# |

Разлагая ехр(-|х -  #|^Л2 + Я,в) в ряд, получим

(1.3.47)

е х р ( - | х - ^ 2 +Я ,о ) - ехр(/с/)

г ( к ~ а и2У ,2( к + а и2)и2
' о  <о '  4  <0 7

-с1к =

—I V!
(1.3.48)



у-З у- 1
у (') (/) = \(к  -  /А’ ;2) 2 (к + а ' ” ) 2 ехр(к1)с(к.

Дня нечетных V

У (1)(0  = 2л7ехр(а|/2/), 7 (|) (0  =  0, ^ > 3 . (1.3.49)
>0-1 *0>'*

Применяя теорему 1.1.1 к интегралу (0  для четных V 

при ( - >  +оо, получим

1-г

./(|) (0  = 0(1 2 ). (1.3.50)

Представим 7 (/ ’ (0  в виде

[ехр(А: -  /Я'2)/ -1  ]сй

'о-'

г<2>/

I:

(* -М |/2)3/2(*+/Я|/2)|/2
‘<0 4 «о

- о ч Ч < Ф ” ( / ) + ^ ( < ) ]  (1-3.51)

Можно показать, что

./<2)(0  = 0, (1.3.52)
*(>.//

[ехр(Л -  /Я;2)/ -1 ]

1,/2)э/2(* + »Я,/2

Представим

ехр(/с-/л )Г - п
^  (0  = 2 [ -----  |/2 -----п/ттт^-

(А: -  /Я1/ 2 ) 3/2 (А: + /Я1/ 2)' 2
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7(2) (0 =  2
•х,>1 / 2 -0+ < 2 -о -< 2

I + /  + 1
-а+‘Ц* ~ < 2

[ехр(& -  /Я1' 2)/ -1 ]

( * - и ,/2)3/2(*  + и ,/2) ,/2Л» Л)
■й№ =

= 2|у(2) (0 + ̂ 2); (0 + ./'2’ (о| (1 .3.53)
1  <0 .^ 2  < ( ) ./з  •* 7

Интегрируя в У|2) (0  по частям, затем к полученному 

интегралу применяя теорему 1.1.1 при I —> +оо, получим

• С (/)=- у1ш Т ‘2 + °м - (1 -3-54)

Оценивая по модулю У (2) (/) и применяя теорему 1.1.1 к

интегралу У (2) (/ ), получим

(О < с ,  у<2; ( о = о ( / ’ Ъ-<«./з

Из (1,3.47)-(1.3.55) следует, что при I —>+оо

(1.3.55)

с > „ (Л * - ^ )  = 4/2|дг-^| ехр(/Я'/о20/2 + 0 (1 ) (1.3.56)

равномерно по |дг-^| в каждом компакте.

Из (1.3.6), (1.3.46), (1.3.56) получаем, что при 
/ ->+оо для решения задачи (1.3.1)-(1.3.3) имеем

.4 3 I

и(1,х,у) = (2л-) 2/2Я^ехр(/Я|/о2О Д ,^ 1)( ^ 2 +0 (1 ), (1.3.57) 

где

Л ,  = / Д ( ^ ) ^ ,
Я 2

равномерно по в каждом компакте.
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1/2Пусть теперь п = 2 . Тогда при со = Л1

С,Ц,х-4)= ' Г  НХ\*\х-4\у1к2 + Л ,)-^^с /к .
-/ао+р *

Функция Н ц \ г )  является аналитической функцией от г  
в комплексной плоскости с логарифмической 
особенностью в точке 2 = 0.

Как и в доказательстве теоремы 1.3.1 для четных п ,
при I *  ( 0 и I ->  +оо

Ог\ 1 , х - 4) = 2тН^ ) (/|х- - Л ,а ) х

_1 г
хехр(/'Я|/20  + 2/ 21 2 \[/((.,1,со) + 0(1~') }  (1.3.58)

равномерно по \х -^ \  в каждом компакте.

Пусть (. = И 0,

С ,о( 1 , х - { ) =  \ н " \ \ х - ^ к 2 + Л ^ ^ ^ Л .
г к - 1 А1 'о <0

Используя разложение Н ^ \ г ) ,  получим

,.2и
Г' I• е\ ^  |* |з|С, ( 1 , Х - С )  = — > ---- *-

х \(к + 1̂ 2У ( к - Л ,2У'-] 1п( \ х - ^ к 2 +Л,и )ехр(/ВД. (1.3.59)

Обозначим

Л  {и  |дг -  4\) =  \ ( к  +  а \ ,2 у  ( к  -  а " 2 у - ] X'{)
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X 1п(/|х- 4у1к2 + Л 1о )ехр(к1)с/к, V = 0,1,2,...

Рассмотрим

Л ( ф  ~ 4\) = .[(*  -  1п(*‘|дг -  4\у[/с2 + я,и )ехр (&)<&,

Можно показать, что

•/0( ф - < ф = и
р(П р(2)

'О <0 
•= /<*>

(А -  /л''2)- ' 1п(/|х -  4 \ ^ к 2 + я ~ ):

х ехр(Л/)й№: = У [> (/, |* -  <ф + ./<2> (/, \ х - ф ,  (1.3.60)

где

г<;>= + м"г) ы с;" ы (- г+а™ 

Г«> = (-»,-*- а1, ; ) II с“  II <-* - м."2

Применяя к У (|,(/,|х-^|) лемму 1.3.2, получим

-/,(>') (/’ 1ЛГ ~  = 2ягехр(/Я'|2/) 1п I + ^ ( ф  -  ^|), (1.3.61)

где ц/{1,\х-4\) ограничено при всех / > 0 , \х-<!;\<А.  Так 

как интеграл по С*° стремится к нулю при е - > 0 ,  то,

учитывая обход в окрестности точки к =  -/А , получи м

-О0-1Я1:

^ \ 1 , \ х - 4 \ )  =  т  |  ( к  -  1Х ‘г ) ”' ехр(к1)с/к (1.3.62)
-и'!2

Применяя теорему 1.1.1 к интегралу (1.3.62), получим

Л
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У<2> (ф  -  4\) =  ~ К П е х р (-/ < 2' ) ' -1 + 0 ( Г 2). (1.3.63)

Из (1 ,3.60)-( 1.3.63) следует, что

Л ( ф  “  #|) = 2шехр(|ЯУо201п/ + у/Ц,\х -  4\). (1.3.64)

Далее, поступая так же, как и в доказательстве теоремы 
1.3.2 для четных п при I - »  +оо , получим

Л ( Ф ~ Ф  = ( - 0 ^ ~ Ч 2 4 1 2Г 1 > ) х 

хехрС/Я^/У*' + 0 ( Г ‘М ), V =  1,2,3,..., (1.3.65)

равномерно по |х -  |̂ < Л .

Из (1.3.59), (1.3.64) и (1.3.65) следует, что при 
I —»  +оо

е <о( ф  -  = -4 е х р (4 | 2/)1п/ + 0(1), (1.3.66)

равномерно по \х-%\ в каждом компакте.

Из (1.3.6), (1.3.58), (1.3.66) и леммы 1.3.1 следует, 
что при I —> +оо

и(1, х , у )  = ^-уехр(/Л'^2/ ) 1 п / (7 ) + 0(1),
(2к)

равномерно по х , у  в каждом компакте из Ц  .
Таким образом, теорема доказана.
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§1.4. П а р ц и а льн ы е  услов и я  и злучен и я  
А .Г .С в еш н и к ов а

В этом параграфе мы дадим аналог известных 
парциальных условий А.Г.Свешникова для уравнения 
Гельмгольца в многомерной цилиндрической области.

Рассмотрим однородную краевую задачу в Ц  с

действительным параметром к ’ .

где ф е(у )  - собственные функции оператора Ь,  
определенного в §1.2.

Докажем следующую теорему.
Теорема 1.4.1. Решение и (к ,х ,у ) однородной 

краевой задачи (1.4.!)-(!.4.2), удовлетворяющее на 
бесконечности парциальным условиям излучения

п = 1,2, к 2 *  А ,.
Доказательство. Получим разложение и (к ,х ,у ) по 

собственным функциям фД>0- Рассмотрим область

Ц р = $ р (х ) х П ( у ) ,

(А + к 2)и(к,х,у) = О, 

и(к,х ,у )  \щ =0.

(1.4.1)

(1.4.2)

Обозначим

есть только тривиальное решение, где

Число V определяется из соотношения Ае < к 1, а при
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где 8 р(х ) ~  шар в Кп(х) радиуса р с центром в нуле. 

Граница Г^ цилиндра Ц р определяется следующим 

образом

Г Р =  С Р (* )х & (у)  и  $р о > х

где Ср (х ) ~  сфера в Кп радиуса р с центром в нуле. 

Фиксируем точку (*,>>) и применим формулу Грина к 

функциям и{к,х,у)  и С х( к , х - % , у , г ) , где

О, (к ,х -% ,у ,г )= СЦк,х -  4, у, г) + Н(к,х -  4, у, г),
П

Н ( к , х - 4 , у , г ) = ^ —  \х -^ ~ ~ г^ р г(р,(у)(р,(2)у} (|х - $ у , \
4 ы 2_|

а /?, = сот 1 , ц  - любое целое число. Учитывая граничное 

условие (1.4.2) и равномерную сходимость рядов в 

дС\
выражениях и — -  при х *  д , получим

дп

и(к ,х ,у )  = ^<Р'\у)'.
Ы

С„(х)
Щ (к, 4) ®  ~ Л  (к, х -  4 ) ^ {к ’ &

дп дп
4%. (1.4.4)

Отметим, что

дп д|х -  4\

Отсюда, учитывая ортонормированность ф Д у), получаем

и,(к ,х) =  |
(Л*)

и Л к 4 ) Ы А * , х - 4 )  _ М к  х _ 4 ) * и ( к , 4)
дп дп

где
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/(2 л) И

( Л  +1 )Я<° Оф-<ф + /?,Я<2) 0ф-4> (1.4.5)

Отметим, что в силу свойства дифференцирования 

свертки и((к,х)  для всех I в Кп(х) удовлетворяет 

уравнению Гельмгольца

(А * + к 2 — Л( )и( (к,х) = 0. (1.4.6)

В силу условия (1.4.3) из результатов работы [26] (с.1 16) 
следует, что ир(к ,х )  являются функциями первой 

категории, поэтому Д, = 0 , (, = \,2 ,...,у  и для них при 

Ы -> оо имеет место асимптотика

и, (к, х) = ехр (гуг |лг|) О
/ -п \и 2
V >

, (. = 1,2,...,V (1.4.7)

Рассмотрим теперь и , ( к ,х )  при ( = у  + ],у + 2,.... Для этих 

Ч Л, > к 2 . Применяя преобразование Фурье к уравнению 

(1.4.6), считая при этом и( (к,х)  обобщенной функцией 

над Со (/?„), получим

(к 2 — |з| - Д(,)м?(А:,5) = 0.

Отсюда, так как к 2 -|^| - Л е < О, получаем, что
Л
и г (к, а) = 0 . Следовательно,

и<\к,х) = 0, (.= у  + 1,у + 2,... (1.4.8)
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Из асимптотики функции ( 2) при г —>оо следует, что
2_'

( я+1 \
^  “  ‘> / Л  (*>■*- 4)  = ехр(/>,|^|)0| |^Г 2

оп
.(1.4.9)

V /

При больших |̂|

< М =
дп

\ + о
ч Н ,

Поэтому, учитывая (1.4.3)-( 1.4.9),

и(к, х, у)  = ^  <р, Ы  { К  (к, (А:, *  -  <*) +
(„(*)

(  л+1
+ ехр(/>,|^|)о |̂|“1

V ^
- Л (М ~ < Г ) гуги,{к,4) + <Л Щ

1-л

ехр (2 »> ^ )о (^ ] " )+  у ,2 е х р ^ ф о ^ Р ' )

• ^  =

Устремляя р  ->оо, получим, что м(Л,д:,>’)  = 0. В силу 

произвольности точки ( х , у ) е Ц , получим доказательство 

теоремы.
Замечание. Решение задачи (1.1.1)-(1.1.2), 

выделенное принципом предельного поглощения, 
удовлетворяет парциальным условиям (1.4.3). 
Доказательство этого факта следует из асимптотики

- ~ ‘Г, * Г 2 я ‘!) (у,\х\) = ехр(1у,\х\)0
\ д х

и из леммы 1.2.1.

—1
2

(
1 1

п+1 \

н ~2

V /

, (1.4.10)



Г Л А В А  I I

ПРИНЦИП ПРЕДЕЛЬНОЙ 
АМПЛИТУДЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ГЕЛЬМГОЛЬЦА С ФИНИТНЫМ  
ВОЗМУШЕНИЕМ И ПРИНЦИПЫ  

ИЗЛУЧЕНИЯ ДЛЯ ЗАДАЧИ С 
ИМПЕДАНСНЫМ КРАЕВЫМ  

УСЛОВИЕМ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБЛАСТИ

В этой главе изучено поведение при / —> +оо 
решения смешанной задачи для волнового уравнения с 
финитным возмущением, из чего, в частности, следует 
принцип предельной амплитуды. В этой главе также 
изучены принципы излучения для уравнения Гельмгольца 
в многомерном слое с импедансным краевым условием.

§2.1. П остановка  задачи и некоторы е 
в сп ом ога тельн ы е  утверж дения

Пусть М  = (0,+оо) х Ц , где Ц  есть цилиндр,

определенный в §1.1. Рассмотрим в М  следующую 
задачу

~  + А  + Я(х,у)
о1

с начальными условиями

и(1,х,у) = / ( х , у ) & \ р ( Ш )  (2.1.1)

„ ( ( и ,г ) = 0, = о (2.1.2)
д(
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и с граничными условиями

и(( ,х,у)  |д/(х[0,+оо)
= 0, (2.1.3)

где со -  вещественное число, / ( х , у ) ^ ( х , у )  -  бесконечно 

дифференцируемые, финитные в Ц  функции. Введем 

пространство Н„(Ц).

Определение 2.1.1. Пусть Н^(Ц) обозначает  

пополнение ( Ц ) в норме, соответствующей
скалярному произведению

где Р  -  преобразование Фурье.
Определение 2.1.2. Под решением задачи (2.1.1)-

(2.1.3) в М  будем понимать дважды непрерывно 
дифференцируемую по I функцию и{1, х , у ) , при каждом I

(2.1.1) и условиям (2.1.2) по I в обычном смысле, а по х ,у  

в смысле Ь2 .
Приведем две леммы, которые необходимы для 

дальнейшего.
Лемма 2.1.1. Пусть г > 0 и I > 0 . Тогда

где С (а )  определена ниже, а 0 < а  < 2 .
Доказательство. Пусть сначала г > 0 и И. > 0 . 

Разделим левую часть (2 .1.4) на правую.

= /(1+1*12у \ р т ш т ^ ,

принадлежащую Н1 (Ц ) и удовлетворяющую уравнению

т2 + ( 2 > С ( а ) г а е2~а , (2.1.4)

Тогда
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Рассмотрим функцию

ё (е )  = 0 2~а +2-а 1

9 а

при 0 < в е К ]. Найдем наименьшее значение этой 

функции. Пусть 0 < а  < 2 . Стационарными точками этой

функции являются точки в —±

в  =

от
Так как точка

а
2 - а

неравенства (2.1.5), %

у 2 - а

не входит в область определения

2 (2 - а ) иаПа
2 - а а а/2 >0, и

§{в)  -> +00 при в  - »  +0 и в  -> + 0 0 , то # а

2 - а

является наименьшим значением этой функции. Таким 
образом,

С (а )  = * Г г « а 1-л/2
+

/ '■ч \2 - а
а/2

[ Ь - а ] { 2 - а  )
. (2 .1.6 )

Подставляя (2.1.6) в (2 .1.5), получим (2.1.4) при 0 < а  < 2 . 
Случаи «  = 0, а  = 2 получаются из (2.1.4) и (2.1.6) 

предельным переходом. Отметим, что

(
П т  %

а->+0
а

2 - а
1, П т  %

а-> 2-0
а

2 - а
1.

При г - 0,  ̂> 0; г > О, (  = 0 и г = 0,  ̂= 0 неравенство

(2.1.4) очевидно. Лемма доказана.



Считая и(1,х,у)  обобщенной функцией над /)' 

(см .[40], с.113), сделаем в (2.1.1 )-(2 .1.3) преобразование 
Лапласа по I. Тогда получим следующую задачу

(А + д(х , у ) - к 2]&(к,х,у) = ^ ^  (2.1.7)
к -  ио

*(М .Д»=°> (2.1.8)

где 9(к, х, у)  = и(1, х, у ) , - преобразование Лапласа. Пусть 

далее С(к ,х ,у )  есть функция Грина задачи (2.1.7)-(2.1.8)

при Я(х,у)  = 0, удовлетворяющая на бесконечности

парциальным условиям излучения (1.4.3). Для нее имеет 
место следующее разложение

С(к,  х -  4,  у ,  2) = — \х -  4\~(2 0

X (/ | д г -^ )ф Д ^ )ф Д г ), (2.1.9)

где у г = у [ к 2~^~Л^, Л ,  и фД>0 собственные значения и 

ортонормированные собственные функции оператора 
Ь = - А  с областью определения

/)(/,) = {,9: .9 е Я 02 (О ) }  (2.1.10)

Имеет место следующая 
Лемма 2.1.2. Имеет место

1. у/(Ле + к 2 -  к ] ) 2 + 4 к 2к 22 =

= [аг,2 + (к2 + ЛД 7 )2] [л,2 + (к2 - д Д ^ )2] ,

2. Яе ^ к 2 + Л( > |Аг,|, где к = к] +1к2.
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Доказательство. Преобразуем первое подкоренное 
выражение

У 2 =  А,4 +  2(А, -  А 2 )А,2 + (А, -  А 2 ) 2 +  4А2А22 =

=  А,4 + (Я ,  -  А 2) 2 +  2 Л ,А 2 +  2 к 2к 2 + 2 к 2к г^ А ,  - 2 к 2к 2^ А ,  =  

— к 4 +  — к 2 )~ +  А,2 (А 2 +  2А2 ̂  Аг +  Ае) +

+  А 2 (А 2 - 2  А2 Д  +  Л , )  =  А,4 +  ( Л  -  А 2 ) 2 +  А,2 (А 2 +  Т Л ) 2 +  

+  А,2(А 2 - Д ) 2 =  А 2[А 2 + ( А 2 -  Д ) 2 ] +

+ (А2 + ) 2 [̂ |2 + (̂ 2 “  лД Г )2 ] =

=[А2 +(*2 - Д :  Ун*.2 +(л2 +лД7)2з-

Отсюда следует утверждение 1.
Докажем теперь утверждение 2. Так как

(А2 + лД 7 )2 + (А 2 - Д ) 2 >2 (А 2 + . Д ) ( А 2 -  Д ) ,

то получим

У 2 =А,4 +  А2[(А2 +  - Д ) 2 + (А 2 -т[А^)2] +  (к2 + л / Л )2(А2 - 7 Л ) 2 >  

>  А 4 +  2А,2 (А 2 -  у]~А )̂ (А 2 +  )  +  (А 2 +  ) 2(^ 2 ~  ■\/Х')2 -
=  [^1 +  (А 2 ~ ^ А ,  ) (А 2 +  у]АеУ\ . (2 .1 .11 )

Для К е^А 2 + Л, имеет место представление 

к ( 2 л , 2)  

Из неравенства(2.1.11)

У  > А2 + А2 -  Яг  (2.1.13)

Учитывая (2.1.13) в (2.1.12), получим
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Я е ^ к 2 +А'  >|*,|.

Лемма доказана.

§2.2. П риведение задачи (2.1.7)-(2.1.8) 
к эк ви вален тн ом у  оп ераторном у уравнению

Можно показать (см.[42]). что задача (2 .1.7)-(2.1.8) 
в Ь2(Ц )  эквивалентна операторному уравнению

Щ к , х , у )  + Р ( к )Щ к ,х ,у )  = ^ р - ,  (2.2.1)
к - к о

с вполне непрерывным оператором Р(к ) ,  аналитически 

зависящим от комплексного параметра к ( Я е к > 0 )  и 

действующим в пространстве Ь2( Ц ) . Имеет место 

следующая
Теорема 2.2.1. Формула

&(к,х,у)  = Т ( к )Щ к ,х ,у )  (2.2.2)

при каждом к (К в к > 0) устанавливает взаимно 
однозначное соответствие меж ду принадлежащими 
Н 20(Ц )  решениями задачи (2.1.7)-(2.1.8) и 

принадлежащими Ь2(Ц )  решениями уравнения (2.2.1), где

Т(к)\У(к,х,у)  = [  ■ - \С(к ,х  ~ %,У,г)№(к,4,2)(Щ.  (2.2.3)

Доказательство. Пусть \У(к,х,у)  есть решение 

уравнения (2.2.1), принадлежащее Ь2( Ц ) . Покажем, что 

формула (2.2.3) имеет смысл. Так как ряд в (2.2.3) при 

\ х ~ 4 \ > е > 0  сходится равномерно по всем переменным, 

то
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где

9(к,  х, у )  -  ~  —  ]Г  (1Гг ) г '  ф Д у ) х
4  е=)

X |Я<-> (г]х -  4\у, )|* -  % т '  IV, (к, 4)4%, 
*. 2

К ( к , 4 ) =  1^(к ,4 ,г ) (ре(г)с/г.
о

Далее, по равенству Персеваля

,2 . ( 2 я ) ~ "

16 Х Ь Г *
=̂1

Интегрируя последнее равенство по х в /?„, получим

[  • • Л Щ ,  х, у )  |2 Щ  = X  |г ,1
// IО Ы

| л - 2

Я. «„ 2 1

Рассмотрим интегралы вида

4х. (2.2.4)

Л ( * ) = Л Л * - С 2+1//1'>'| х - $ у , у У , ( к , №
2

с1х . (2.2.5)

Применяя неравенство Хаусдорфа-Юнга (см.[43], с.57), из
(2.2.5) получим
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у,(А)<./;(*)||»'л*,<г)||/ (Я ),

где

Л  ( * )  =  л*| 2
н,

—+1
Н ?  (/|дг|у,)<Ь.

Переходя к полярным координатам, получим

у ; (к) = соп , /|х|2Я<» (/|дг|7>) 4 4 (2.2 .6)

где
л -1

2л- 2 
® л - 1  -  7

Из утверждения 2 леммы 2.1.2 следует, что при 
КеА = А|^0 интеграл в (2.2.6) сходится в виду

асимптотики функции Я *1' ( г )  при больших |г|. В
—1

интеграле (2.2.6) сделаем замену переменных \х\уг\  = т 

Тогда

Г ^

/Гг тл Ч * ) = ® я-1 Ы ~ <2+1) 1г2//^
О 2~

Таким образом,

Л 2( А ) ^ ф , р 2(Г ’ ) Лг д а ,*)|2^ .
' к»

Из (2.2.4) и (2.2.7) следует

с/г.

(2.2.7)
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[ ■ ■ р ( к , х , у ) ^ ( Щ ^ С ^ \ у ^  | ^ (А ,# )| 2^ .  (2.2.8)
И м  Кп

Оценим теперь \у,\ 4 при Не к > 0. Пусть к = А, + /*2.

В силу леммы 2.1.2

\у,\2 = [а,2 + ( * 2 + Д ) 2]2!*,2 + ( к 2 - Д У  )2.

Отсюда

Применяя лемму 2.1.1 при а  = — к последнему

неравенству, получаем, что при Не А > О

з 1 1
\у, |2 > л/2С2 - '|*,|1 (*  + \к2 |)'<(.Д - е У .

Отсюда

3 I 3
|г,|4 > 2 ~ ^ к , \ \ е  +  \к2\ У ф г - е У  > 2 ~ ' ^ \ \ в +  \к2\ У , (2.2.9)

так как Л , -> + оо при ^ + о о  (см.[41], с. 190), где 

0<е< ■

В силу

Ё | ^ ( ^ # ) | 2^ = [ - - | Г ( А ^ , г )|2^  
к* //

из (2.2.8) и (2.2.9) следует
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\ - \Щ к ,х ,у ^ Щ .  (2 .2 . 10) 
п |*,| (|А2| + < Г 2 ■'/̂

Пусть 9(к ,х , у )  определена формулой (2.2.2), где 

\У(к,х,у)  есть решение уравнения (2.2.1), принадлежащее 

Ь2( Ц ) . Подставляя это выражение 9 (к ,х , у )  в уравнение

(2.1.7), получаем, что уравнение удовлетворяется. 
Удовлетворение граничным условиям (2.1.8) следует из 
того, что этим условиям удовлетворяет функция Грина 
С(к,х  -  4 , у , г )  стационарной задачи (2.1.7)-(2.1.8) с

Ф , У )  = 0. Оценим теперь норму ||Я(М,>')|/У2(/0. По

определению нормы в Н ^ ( Ц )  и в силу формулы (2.2.3) 

получаем

= [ • • | ( А - А 2) + (А 2 -1)|9(А,х ,>;)|2с/// <

< г {  • |(Д -  к 2 )д\2Щ  + 11 -  А2|2 • • || (̂А,л:,_у)|2 сЩ }  < 

< 2 ^ [ - ^ Щ к , х , у ^ Щ + \ \ - к 2^ [■■^9{к,х,у^2^ .  (2 .2 . 11)

Учитывая (2.2.10) при КеА > 0, из (2.2.11) получаем

Пусть теперь и(к,х ,у )  является решением задачи

(2.1.7)-(2.1.8), принадлежащее Н 1 (Ц )  (с правой частью 

/ ( х , у ) ) .  Рассмотрим функцию

№(к,х ,у )  = / ( х , у ) + д(х ,у)и(к ,х ,у) .  (2.2.12)
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9 (к ,х , у )  = Т(к)И'(к,х,у).

Подставим эту функцию в (2.1.7). Тогда получим, 
что уравнение (2.2.1) удовлетворяется, где

Р(к)№(к,х ,у)  = <7(* ,  у ) Т  {к)\У (к, х, у ). (2.2.13)

Однозначность очевидна. Теорема доказана.
Отметим следующую лемму.
Лемма 2.2.3. При К е& >0 и малых д(х ,у)  

решение операторного уравнения (2.2.1) существует и 
единственно, где операторзначная функция Р(к)  
определяется формулой (2.2.13), а Т(к) -  формулой
(2.2.3).

Доказательство. Оценивая по норме Ь2( Ц ) , 
получим

\ \ Р ( к ) Щ к , х , у ^ ип *  (1Шх|?(дг,>/)|2 \ - -$ \Т(к)К(к,х ,у ) \2с)Ц.

Учитывая оценку (2.2.10), получим

< С(А),тпах |̂ г(дс,̂ )||̂ ||̂ (/0.

Отсюда следует, что если

та х  к(дг,^)| « 1 ,
( х , у ) е Ц ] '

то оператор I  + Р(к)  имеет ограниченный обратный в 

пространстве Ь2( Ц ) .
Лемма 2.2.4. Оператор Р(к) при К еА > 0  

аналитически зависит от параметра к . При каждом  
таком к он вполне непрерывен и при больших 
положительных к [|Р(А:)|| < 1.

Положим
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Доказательство. Так как я(х,у)  гладкая и 

финитная функция, то из (2.2.10)-(2.2.11) следует, что 
оператор Р(к) при К е к > 0  ограниченно действует из

пространства Ь2(Ц )  в //„(//). Поэтому он как оператор 

из пространства Ь2(Ц )  в Ь2(Ц )  вполне непрерывен. Гак 

как каждый член ряда (2.1.9) есть аналитическая функция 
от А; в правой полуплоскости и ряд (2.1.9) сходится 

равномерно по всем аргументам при |д: -  > е , то

С(к,х  -  4 , у , г )  является аналитической функцией от к в 

правой полуплоскости. Из (2.2.13) следует

При 1тА = 0 в силу леммы 2.1.1 имеем

а

у)  = к 2 +Л,  > С ( а ) к 2~а Л?, (2.2.14)

где 0 < а  < 2 . Если в оценке (2.2.8) использовать (2.2.14), 
то подучим,что

Отсюда имеем

\\Р(к)\\2 < С к - 2(2~а ) , т.е. \\Р(к)\\ < ■

Таким образом, при достаточно больших положительных 

к имеем ||Р(А)|| < 1.

Лемма 2.2.4 доказана.
Приведем теорему, которая необходима для 

дальнейшего.
Теорема 2.2.2. (Аналитическая теорема 

Фредгольма. см.[44], с.224, [45]).
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Если А(Л) есть вполне непрерывный оператор, 
аналитически зависящий от А. в области О, 
действующий в банаховом пространстве X, и 
существует резольвента Я{Л) при Л = Л ,̂ то она 
существует во всей области Ц  за исключением 
дискретного множества точек, и является конечно 
мероморфной оператор-функцией от Л .

§2.3. И сследован ие при ( - > +  оо поведения реш ения 
нестационарной  задачи (2.1.1 )-(2.1.3)

Функция Грина задачи (2.1.7)-(2.1.8) при 
<}(х,у) = 0 является аналитической функцией от к в 

правой полуплоскости, за исключением счетного числа 

особых точек к, = ±/Я'/2 на мнимой оси. Устроим на

1/2 1/2 /2 плоскости к разрезы (-со + /Я, ,1ЛГ )  и для у  к + Лг
выбираем ветвь, которая положительна при вещественных 
к . Отметим, что если п -  четное число, то

у '  н ™ ( ф 2 + л , )

является аналитической функцией от к с

логарифмическими особенностями в точках к = ±/Я'/2.

Если же п -  нечетное число, тогда функция
п

+ Л ,^ 2 (/-^к 2 + Л, )  имеет в точках А = ±/Я'/2
2

алгебраические особенности. Рассмотрим контур,
указанный на рис.З.



рис.З
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Функция С(к ,х  -  4 , у , г )  допускает аналитическое 

продолжение в левую полуплоскость Ке к < 0 .  Точно 
также, как и в лемме 2.2.4, можно показать, что при 

достаточно больших |*| (К е А > 0 )  оператор / + Р(к)  

имеет ограниченный обратный. Поэтому в силу теоремы 

2.2.2 резольвента /?(А) = (/ + Р(к))~] в области 

= {к : КеА > - 8 }  является оператором, конечно- 

мераморфно зависящим от параметра к . Так как полюсов 
в этой области конечное число, то прямую Яек = - 8  
можно выбрать так, чтобы на ней резольвента К(к) не 

имела полюсов.
Л е*ш а  2.3.1. Для решения краевой задачи (2.1.7)-

(2.1.8) при Кек  = - 8  имеет место оценка

где С -  постоянная, к2 = 1 т А .

Доказательство. Так как на прямой КеА = -<? 
резольвента К(к) не имеет полюсов, то

используя (2.2.10) и (2.3.2) получим, что на прямой
Яек = - 8

Ввиду того, что

Т(к) = Т ( - к ) ,

(1 + Ы )2 о + №
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Этим лемма 2.3.1 доказана.
Пусть теперь 5,,(1/ = 1,2,.,.,/л) полюсы резольвенты 

К(к) порядка ду , расположенные в области О ,, и первые 

/л0 из них расположены в полуплоскости Я е к > 0 .  
Известно, что для Я(к) имеет место следующее 

разложение (см.[44], с.224, [45])

* < * ) = 1 Х ( *  -  + а д ,  (2-3.3)
7 = 1 у=\

где О - конечномерные операторы, а О(к) -  регулярная

оператор-функция от к .
Имеет место следующая
Теорема 2.3.1. Пусть / ( х ,у ) и д( х ,у )  -  

финитные бесконечно-дифференцируемые функции, 

со *  $„,±Л]/2. Тогда при I —> +оо для решения смешанной 
задачи (2.1.1)-(2.1.3) имеет место асимптотическое 
разложение

и(1, х, у )  =  ехр (10)1)3(1(0, х, у )  +

+ X  Вычехр(к() 9(* ’Х; У) + 0(1 ,х ,у ) ,  (2.3.4)
/=| *=»/ к -1(0

где 9(1(0, х, у) - решение задачи (2.1.7)-(2.1.8) при к = 1со с 
правой частью / (х, у )  и

( 2  > (
ехр

*
~ т

( ) ( ( ,х,у) = о Г 2
V /

1 - г ( И )
ч  )

Доказательство. Решение задачи (2.1.1.)-(2.1.3) 
определяется с помощью решения стационарной задачи по 
формуле
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и(1,х,у) = ^ ~  | —̂ ’Х,У\ хр(к()с1к, (2.3.6)
2™ ч 1 а  к ~ Ш  

где 9{к ,х ,у )  - решение задачи (2.1.7)-(2.1.8) и

9(к ,х , у )  =  Щ * ) Л ^ >  = Ш ( к , х , у ) .  
к -1(0

Используя лемму 2.3.1, по теореме Коши получим 

и(1,х,у)  = ехр (1со1у9(1(0,х,у) +

+ 2 > „ е * р ( * , ) & ^ + 7  ° М ^ ) т ) / ( Х 'У)Л  +
./=1 *='/ к - ш  _№ й- к -1(0

+ }  ^ ехр(к()М  + ]Г  1 —~ -Х,У-ехр(к()с1к, (2.3.7)
- I X - N =̂1 Г,у к  — 10)

где Г *  состоит из берегов разреза ( - 3  + /Я1/2,/Я1/2) и

окружностей радиуса 8 с центром в точке А =  /Я1/2. В силу 

разложения (2.3.3) имеем

± й ы , п г щ ) ^ л . ± — '— ^ 1 ,
Й * - '<  к - т

,,=1 к -1(0 7 

В силу регулярности Б(к)

/со-8
]  о. (2.з.8)

К - 1 0 )-1СО-3

Ниже (см. лемму 2.3.2) мы покажем, что



С 2 \X
ехр

\ /

|- 3(к ,х , у )  

М г к -1(0
ехр (к1)с!к

Г П>1
- с ; /’ 2

/2(/П \ /
(2.3.9)

при г: - »  0, I —> +<х> .
Оценим теперь интеграл

ч ' V  3(к ,х , у )
2 (1, х, у )  =  Г — — ^ —ехр(к1)с1к.

*  - к о

Применяя неравенство Коши-Буняковского, получим

• • Цг(/, х ,у ) \  Щ  < ехр (-2Я ) |
ц ц

/оо-8

I
- 1 0 0 -8

9(к ,х ,у )  
к -1 (0

с!к Щ <

; е х р ( - 2 I  1̂  с/к,
ц —/о о —8  | А  1 ( 0 1

где 1 < у  < 2 . Меняя порядок интегрирования, получим

2 '0О"<? 2 
\-^2(1 ,х ,у^с1Ц < С ^р(-2а)  | 1 \ \~ р (к ,х ,? \с Щ .

И  - / о о —8  у С  1 С 0 1 Ц

Используя в последнем интеграле оценку (2.3.1), получим

[■■§2(1,х,у^с1Ц<,С (# )ехр (-2& ) | .|[/(лс,у)||̂(1 + | * 2|)7 з(/Л

т.е.

<С(^)ехр(-2й')||/(х,7)||;2(/п,

1И'’ * ’ > С (/ ,) ^С (^ )ехр (-Л )||/ (х^ )| ; (2.3.10)

Из (2.3.6)-(2.3.10) следует доказательство теоремы.
Из этой теоремы следует следующая теорема.



Теорема 2.3.2. Пусть выполнены условия теоремы 
2.3.1 и / ( х , у )  удовлетворяет конечному числу условий 
ортогональности. Тогда для задачи (2.1.1)-(2.1.3) имеет 
место принцип предельной амплитуды, т.е. при I  —» +оо

и(1,х,у) = ехр(10)1)90(0, х, у )  + 0 (1, х, у )

где для 0(1,х , у )  имеет место оценка (2.3.5).
Перейдем к доказательству леммы, которой мы 

пользовались в доказательстве теорем 2.3.1 и 2.3.2.
Лемма 2.3.2. Пусть

где определены выше. Тогда при е  —> 0 и I  —» +оо для 

Ф 0(( ,х,у)  имеет место оценка (2.3.5).
Доказательство. Рассмотрим

й  = {к е С ;К е & >-<?}, О <<5 - достаточно малое число, с 

указанными на рис.2 разрезами, в силу теоремы 2.2.2 
К(к) является конечно-мероморфной функцией. 

Выбираем е и 8 таким образом, чтобы на контурах 

резольвента К(к) полюсов не имела.

Обозначим

Как сказано выше

9(к ,х , у )  = Т (к ) Щ к ,х ,у )  = Т ( к Щ к ) / ( х , у ) ,  

где К(к) = (1 + д(х,у)Т(к))~' . В области
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Применяя теорему 1.1.1 к интегралу по Г0, и учитывая, 

что на Г0, , Ке& < 0, получим

|ф 0^ д :,7 )|2ф < ^ Х К Г | К О ' 4 /2̂ С  .. , (2.3.12)

Из вида оператора Т(к) следует, что 

Т (к)1 У(к ,х ,у )е Сх (Ц )  , так как таким свойством обладает 

функция Грина С ( к , х , у ) .  В силу того, что

/ ( х , у ) е С о  ( Ц ) ,  из уравнения (2.2.1) получаем, что 

№ ( к , х , у ) е С х ( Ц ) . При к ^ ^ / и больших |1тЛ|, № (к,х ,у )  

ограничена, поэтому по лемме 1.3.1 ряд в (2.3.12) 

сходится. Умножая (2.3.12) на ехр(-д:2) и интегрируя по 

Кп , получим, что при / ->  +00

(  г 2^ ( --+0  ( 2ехр
X

ф 0(г,х,у) = о
1-2(11) 1 )

(2.3.13)

Если п = 1, то

н о \ г ) = л1—  ехр(/г),

и, повторяя вышеприведенную схему, получим

(  х 0 (  1 ^
ехр

Л
ф 0 (*,х ,у ) = о Г 2

\ / '■ЛИ) \  /
(2.3.14)

Пусть теперь п = 2 . Используя разложение щ \ г )  
для целых индексов в окрестности нуля (см.[29], с. 177) и 

совершая обход точки к = М}/2 , учитывая при этом, что 

Н д )(г)  имеет логарифмическую особенность и
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ограничиваясь только первым членом разложения, 
получим

Ф 0,(/,х ,.у) = Ф*00 \\п{̂ х-%\уг)\У,(к4Щ.
•’ к - к о  ■’ ' 1 ’

Далее, поступая как и выше, получим

С

Отсюда, умножив последнее неравенство на ех р (-х2) 

(следует отметить, что в следующих слагаемых в 
выражении Ф 0Д ( , х , у ) ,  которые мы опускали, появятся

множители |х| 1п|х|), получим

ехр = о ( г ' ) (2.3.15)

/.2 ип

Если 2 < п и п — четное число, то, поступая так же 
как в нечетномерном случае, получим оценку (2.3.13).

Из (2.3.13)-(2.3.15) следует доказательство леммы. 
Теорема 2.3.3. Пусть со = и выполнены

остальные условия теоремы 2.3.1. Тогда при I —»+оо для
решения задачи (2.1.1)-(2.1.3) имеет место разложение

и(1, х , у ) = % { к  -  5, ) * +1"1' ехр(Лг07Х*)А., / ( х , у ) +
Я\ • “к у=\

+ ^  Вычехр(к1) + 0(1,х ,у),
у=2 = Л У к -  1(0

где для 0(>, х, у )  выполнена оценка (2.3.5).
Доказательство этой теоремы аналогично

доказательству теоремы 2.3.1.
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§2.4. П рин цип  п р ед ельн ого  п о глощ ен и я  д ля  
уравнения Г е л ь м г о л ь ц а  с им педансны м  
краевы м  услов и ем  в м ногом ерном  слое

В последующих двух параграфах будут 
обоснованы принципы излучения для уравнения 
Гельмгольца в многомерном слое с импедансным краевым 
условием. В отличие от предыдущих параграфов, 
комплексный спектральный параметр в этой задаче входит 
также и в краевое условие. Для решения поставленной 
задачи здесь применяется теория преобразования Фурье.

П = {х :(д :„^ ,...дт .1) е / ^ |,-оо<д:/ <+<ц-И<хп+] <Л, у = 1,2,.../г}

есть слой в ( «  + 1 )-мерном евклидовом пространстве Яп+]. 
Рассмотрим следующую краевую задачу

где Л есть ( л + 1)-мерный оператор Лапласа, / ( х )  - 

финитная бесконечно дифференцируемая функция с 

носителем в П, к 2 -  постоянная (не обязательно
вещественная), а  - комплексный параметр. Решение 
задачи (2.4.1 )-(2.4.2) определяется как в § 1.1.

В дальнейшем через 5 = (5|,52,...,^п+)) будем 

обозначать двойственное к х переменное относительно 
преобразования Фурье и х' = (х],х2,...,хп), 

5' = ($,,52,...,5я), р=ф'|- Наряду с задачей (2.4.1)-(2.4.2) 

рассмотрим также задачу

Пусть

( \  + к 2)и(к,х) = / ( х ) , (2.4.1)

(2.4.2)

(А  + к 2)С (к ,х , у ) = 8(х' -  у ',х п+] ,у п+]), (2.4.3)
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\ дхп+!
■ + ак = 0. (2.4.4)

Определение 2.4.1. Пусть 1т/:2 ^ 0. Убывающее 
при х-*<х> решение задачи (2.4.3)-(2.4.4) будем называть 
функцией Грина задачи (2.4.1)-(2.4.2).

Перейдем теперь к построению функции Грина. 
По принципу предельного поглощения для выделения 
единственного решения задачи (2.4.1)-(2.4.2) 

вещественный параметр к 2 в уравнении (2.4.1) заменим 

на к 2 + 1Е , затем, построив убывающее на бесконечности 
решение задачи, перейдем к пределу при е  —> 0. 
Совершив в (2.4.3)-(2.4.4) преобразование Фурье по х ' , 
получим

с/х
+ к 2 -  р 2

П+\
в ( к ' , з ' , х я̂ , у „ +1) =

\ЖСп+1
- + а к г = 0.

(2.4.5)

(2.4.6)

хп+\=±И

Можно показать, что убывающее на бесконечности 
решение задачи (2.4.5)-(2.4.6) имеет вид:

С(ке,я’, х ^ ,у ^  )= е х р К ^ ,У )}
с/ ч к ] - р 2(2И-[Чы -Уп+1|)

2|д/к] - р 2з }{  2Иъ1к2- р 2)

[ а 2к 2 -  (к2 - р 2 )]саГЦ к ]  - р 2 (хп+] + у п+])

2/Д ? -  Р 2 [ а 2к]  + к]  -  р 2 Ы 2Ш^к] - р
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[ ч 2 (* я+| + Л +|)

К «2+|) ^201^1 к 2 - р 2 ^
(2.4.7)

/ \

Из (2.4.7) видно, что функция О  является аналитической 
функцией от р  с простыми полюсами в точках

Р и = ± л 1 ( й ^ ) к ! ,  Р Ъ = ±
V 4Л

При хп+] *  у п+1 функции С  является абсолютно 

интегрируемой функцией по §'. Совершив обратное

преобразование Фурье по з' в выражении С , получим

С ( к , х , у )  = — 1 Г

где

- I
4(2л-)2

[ 4 ( \  + а 2)к Гу  #0( * , * „ +|)

ёо(к,Уп+х) Н \( I ) 7 (1 + « 7)Т 2

+ 1><-2 ё Л к , х п+, ) ё Л к , у п+]) Н ^  (к,г)
Ы\ т - 1

(2.4.8)

Яо (^-*л+1 ) ~
ак

яН(2Иак)

1 / 2

ехр(-аЛх ,),

—  со 8(А -  *„+|) —  + ак$ ш(А -  дсй+| ) —  
8 , ( к , х ^ )  = 2 к  2А_ 2 И

2 „ 2

Н(а2к 2 + ^ - ~ )  
4И

1/2
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Таким образом доказана следующая теоре^а 
Теорема 2.4.1. Функция Грина задачи (2 .4. 1) .  

(2 4.2) (и Ф 1 при п ~ \ , 2 )  является ана}1и,^ическои 
функцией от к , за  искчючением счетного чис:1ц т т ек

являющихся точками ветвления, а  т а к щ  точек
2И

вида *  =  »— , *  =  0,±1,±2..... являющихся Щ><)стьши
2 Иа

полюсами, и для нее имеет место разложение (2.4,у

При х' *  у ' , к Ф и к *  —  при п =  1,2 рЯД в

(2.4.8) сходится равномерно по е .
Решение задачи (2.4.1 )-(2.4.2) опРеДеляется 

формулой

и { к е , х )  = С(ке,х ,у)  + / ( у ) ,  (2.4.9)

где свертка совершается по у  по слою П . Поэтому в СИЛу 

непрерывности операции свертки, переходя к пр̂ .деЛу в 
(2 4 9) при е  - »  0, получим следующую теорему.

„  „  , • *е , ,  ** лТеорема 2.4.2. Я р » к * 1 —  ( к Ф 2И, а , , -  при

и = 1,2) { (  = 0,±1,±2,...)  для задачи (2.4.1)-(2.4.2) 
место принцип предельного поглощения.

Перейдем теперь к изучению нестациоцарНОд
задачи.
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§2.5. П оведение при / - > + »  реш ения 
нестационарной  задачи и п ар ц и альн ы е у слов и я  

и злучен и я  А .[".С веш н и кова  д ля  уравнения 
Г е л ь м го л ь ц а  с им педансны м  

гр ан и ч н ы м  услови ем

Рассмотрим нестационарную
соответствующую задаче (2.4.1 )-(2.4.2)

задачу,

д(2
■ + А и(1,х)~ /(дг)ехр(гШ) (2.5.1)

с начальными условиями

и (0 ,* )= 0 , ^ > = 0
дг

(2.5.2)

и импедансными граничными условиями

А +1

д
+ а —  

д1

\
и(1,х) = 0.

дгл+1=±Л
(2.5.3)

Решение задачи (2.5.1 )-(2.5.3) определяется как в §1.3. 
Считая и(1,х) по I как обобщенную функцию над 0 + 

(см.[27], с.113), докажем следующую теорему.

Теорема 2.5.1. Пусть соф
7Г(

(О *
2 Иа 2И

(^  = 0,±1,±2,...) а  - вещественное число (при п - 1,2,

|а| * 1), /(дг) е Сд (П ) . Тогда при I - »  +оо для решения
задачи (2.5.1)-(2.5.3) имеет место асимптотическое 
разложение
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ехр(-/й*МЛх) =  9(0),х) + Ф(/,х,а,со) + [ 2Т(/,х,а,а>) + 0(1 а"')

равномерно по х в каждом компакте из П  , где &(а>,х) - 
решение стационарной задачи, выделенное принципом 
предельного поглощения, а  Ф, V  ограничены по I, х и 
определены ниже формулами (2.5.16), (2.5.17)
соответственно.

Доказательство. Совершим в (2.5.1)-(2.5.3) 
преобразование Лапласа по I . Тогда получим следующую 
задачу

( А - к 2)&(к,х ) = Ю - ,  
к - 1 (0

\ дХп+\
- + ак Э(к,х) = 0,

(2.5.4)

(2.5.5)
1=±Л

где 9(к,х) -  и(1,х), X  . преобразование Лапласа и 

К е& >0 . Так как 1ш(у^)/:0, то по результатам 

предыдущего параграфа функция Грина С (к ,х ,у )  задачи 

(2.5.4)-(2.5.5) существует и единственна. Для того, чтобы 
получить функцию Грина этой задачи, заменим в формуле
(2.4.8) к на гк , а а  на —/а . Тогда получим

С(к, х, у )  = -----^ ------ х

^ ,1 ( \ - а 2)к~У  80(‘к,хп̂ )# 0(;к,уП+1 )Н (̂ ^ ( \ - а 2)к‘ +

00

+ 1
м

л .2 * 2

4 И2 8г(*к>х„+1 )яЛ ‘к ,уп+\ )Н (̂  0\к,г)
—I
2

, (2.5.6)
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В силу (2.4.9) решение задачи (2.5.4)-(2.5.5) 
определяется по формуле

Решение задачи (2.5.1 )-(2.5.3) определяется как
обобщенное обратное преобразование Лапласа от 5(А,лг) 

по к . Ряд в (2.5.6) сходится равномерно по к в каждом 
компакте из полуплоскости К ек > 0  и каждый член этого 
ряда имеет по к рост не выше степенного. Интегрируя 
этот ряд почленно по к , получаем, что необходимо 
исследовать при I - » +оо асимптотику следующих 
интегралов.

Интегралы в (2.5.8), (2.5.9) понимаются в смысле 
обобщенного обратного преобразования Лапласа (см.[27], 
с.99), т.е. если Р(к)  -  аналитическая в полосе 0 < К е к  < а  
функция, такая, что

9(к,х) =  - — - Г -  [С(к,х,у)Пу)с1П.  (2.5.7) 
к - 10) ■’ п ^

х [ ф  -  а 2 ' Н™ [ г г  4(] - а г У у к ,  (2.5.8)

27йе - * ( , . /  2,2 Л2?2 )(к -к а )  а  к + - —— 
\  4А2 ;

т = 0,1,2 (2.5.9)
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где 0(/с) -  полином, не имеющий нулей при 0 <  Ке& < а ,  
то обобщенное обратное преобразование Лапласа от Г (к) 
определяется следующим образом

X-' Г ( к ) = - ± - в ф е+1[ Ш е х р ( а д , (2.5.10)
1т д‘ е т 0 (к )

где —  обозначает обобщенное дифференцирование по I ,

а интеграл в (2.5.10) сходится в обычном смысле. 
Подинтегральная функция в (2.5.8) имеет простые полюса

в точках к = и к = 1------ , ( (  = ± \,± 2 ,...). Применяя
2 к а

теорему о вычетах с помощью (2.5.10), получим

5^2 Итсо
. —-1

Х('ИЛ<х2 - 1) ) 2 Н ™ _^<вг4(аг -1)] +

+ — 2 ^ Л ‘^ п+\,у п+{У
/

и=1 V

Я ( 1)

—-I 
2 2А а

где

.л?

ПУ
+



ехр + Л +|))
я€

Л-у

2к
+ ао)

(2.5.11)

Ряд в (2.5.11) при |«|>1 сходится в обычном смысле, а

при |«|<1 (|«|^1 при «  = 1,2) в смысле обобщенных 

функций.
Подинтегральная функция в выражении 

С Г т{1,х,у) имеет простые полюса в точках к = 1(0 ,

к -  ±/~  — и ветвление в точках к = 1 — . На плоскости к 
2 к а  2 к

устроим разрез как указано на рис.1. Тогда

Ак2
■а2со2

■ \Л2( 2 2‘л ---- т-~0)
Ак1

Н (|)
п- \
2

1ГЛ
\п 2(.2 т2

Ы
I 1

V 4к 2 >

1
Б 

1
го

—I 
2

х Н (О
2 к а

Ф ,т (а , со, I) + 0 ,  т (I, х, >■), (2.5.12)

где

,  ,  . 1а ( гтй
Ф Гт(а,о),1) =— \ ~

' ,  пЧ л 
2 к а '

\ т -\

ехр (-1 )т ехр
. 7& 

- I ---— /
2 к а

я€
а о ) ------

2к
асо +

я?. 
2к
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а / ) = ^ - 1 ( а к П ‘У  < * л * .1 т , “
* (к -  /о>)а 2* 2 +

л  к 
4 И2

—I

г, = г ; и с ^ и г 7 1 ) с < 2),

С*° и С^2) - окружности радиуса ^ с центрами в точках

к = ± / ~ , Г * - берега разреза.
2 И

Пусть п -  нечетное число. Используя 
соотношение (1.3.10) для нецелых у , получим

—-1
Л  „  , ,ч_  I г (акГО 'к, ) 2 ехр (кг)

2т ^ ~ ■, яг ^  т-1
''I - 1(0) а 2к 2 +

Изучим теперь асимптотику при /-»+оо функции

0  „,(/,л:',^ '). Для того, чтобы применять метод перевала,

л(
участки разреза вблизи точек л = ±/—— будем считать

параллельными вещественной оси. Поскольку интегралы 

по контурам С*п и С {2) стремятся к нулю при г г - »0 ,  то, 

учитывая значения подинтегральной функции на берегах 
разреза, получим

1 г (а к )т(1кг ) г ехр(& )

7П г +
Г( (к -  1СО) а 2к 2 +

л Ч 2

4И2

уЛ, ( *к,г)<1к.

Далее, поступая так же, как в §3 главы I, при / ->  +оо 
получим
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(~ а)т г 2 Г 2
д ^ ( ( ,х \у ')=

где

Ч'е(1,й),т) =

. л1
V 2к )

- + т - 3  п  

2 “г

л ( \ - а 2)
-%((,со,т) + 0

' - ”-Л
I 2

V У

Г .л*
ехр - / — /

V 2Л ,1 1 2 к )
л(.
------&>
2к

л(  
2 к

. (2.5.13)
+ 0)

Из (2.5.12), (2.5.13) следует, что при / ->  +оо 

, , _  ( гасо)"1 ехр(1(01)

л 2! 2 2 2
- а  (о

Л 2 ( 2  2

' (О
4к

х Я (О 1--- 1
2 к

4 к 2

/ г

С 1 у
2 V\

1 .-
1

л 2е2 2 
-со

а

4 к

Ф , (а ,  со, 1) + О

а■ й м . ,V ' “

Г п_\

Г 2 . (2.5.14)

V /

Отметим, что формулы (2.5.11) и (2.5.14) имеют место 
также для четных п . В этом случае

4(-а)"
г .лЧ\2+т- \  ”-| 
; —  I г 2 

ч 2*,/
л-(1 -  а  )

я /  И  ̂ \

-I 2Ч'р(1,(0,т) + О I 2
\  у

где Ч 'Д/.ю.т) определяется формулой (2.5.13). 

Для решения задачи (2.5.1)-(2.5.3) имеем

и(/,*) = С(/,*,.у) */(>/),
где

84



0 ( 1 , х , у ) - Х '  0 (к ,х , у ) ,

а X  1 -  обобщенное обратное преобразование Лапласа.
Так как ряд в обобщенных функциях можно 

интег рировать почленно, то

и(1,х) = ----

4(2 л)
Г п2

=̂1

Г Г 1~~ 71$
8ш(А -  Х„+, ) —  • у  2 С, 2 (1,х\ у ') / ( у ) з \ф  -  у п+]) — 4у-

П /И

л (  г г  *—  тгР
~ 2 к К ^  2См ^ У ’ > '')/ (;')з1 п [2 А -(х „+| + у ^ ) ] — 4 у  +

Л?" Л& 1~~ . л
+ - — Г с о * ( Ь - х п+}) —  / ” •//* 2С го( 1 , х ' , у ' ) с о 5 ( И - у п+{) — с1у

(2.5.15)

Введем обозначения

М * ' )  =
л _

2 И 2 И

V
а

(О • ^  п
'Т ьг-п ~а “

со&(И -  7я+1 ) —  (]у, 
2 И

Ь,(х')
2 И

. л(. 
! 2И а '

* п *
(I)

2  V

. л(.\ — , 
2 И

г Л  —
а

8Ш ( И - у „ +х)^-с1у,  
2 И

с , (.х’) = а, (х')ат(А -  хп+1 ) ~  + Ь,(х ')соз(А -  х„+1
2п 2 И
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Учитывая (2.5.11), (2.5.14) и эти обозначения в (2.5.15) и 
группируя слагаемые в (2.5.15) нужным образом, 
получим, что при I - »  +00

и(1, дг)ехр (-10)1) = 3(со, х) + Ф(/, х, а), а )  +

+ Ч '(М ы .® .  а)1 2 + О

(  п \
Г 2

\  /

равномерно по х в каждом компакте из П ,  где 9 ( о , х )  
есть решение задачи (2.4.1 )-(2.4.2) при к - а >  и

' " ‘К ' * 8» »

2 ( 2 л ) :

00

* Х
*=| у2И ,

ГГр
Ф ео(а, (о,1)аг(х')со5(к - хп+]) —  +

2к

7г(, л(,
+ Ф , г(а,а),1)Ъ((х')$\п(к -  хп+, ) —  + — ф,, (а,а>,1)сг(х')

2к 2 к

21,

а
+ — ^ Ф га (а ’ю№ № ' )  + Щ(х')]ех$ /(Л-лгя+1) —  , (2.5.16)

V 2Ау

/я_| ехр(-/<у/)

—-1
2(2я-)2 л ( \ - а 2)

^(1,хп+х,о ) ,а )

Х Ё  ( ' '  Т Г  ] 2 [ « /  %  ( * .  ® » 0 )  с о ^  ~  * я+ , )  ̂  -
=̂1V ;  2 п

- а 2Ь ^ , ( 1 , о ) , 2 ) $ т ( к - х ^ ) — - а к ' гхУ,(1,о),\)\ (2.5.17)



где

а 'Г =  2 ^ 'п ' 1П у)С 0 *(И ~ У'«

с ;  =  а ;  8 т ( Л  -  *  ,  ) ^ ~  +  Ы  С 0 8 ( Л  -  х „ + 1 ) ~ .

2 И 2 И

Учитывая, что / (л : )е С ^ (П ),  получаем, что ряды в 

выражениях Ф(1,х,со,а) и 'Р (* ,хя+1,е>,а) сходятся 

абсолютно, чем и завершается доказательство теоремы.
Замечание. Если в (2.5.3) а -  0 и выполняются 

остальные условия теоремы 2.5.1, то для задачи (2.5.1)-
(2.5.3) имеет место принцип предельной амплитуды.

Теорема 2.5.1 остается справедливой при и > 3  ив

резонансном случае, т.е. при со - —  , но при п < 3 и
2И

7$
со = ------ ((. = ±1,±2,.„) решение задачи (2.5.1)-(2.5.3)

2 На
растет, что следует из следующих теорем.

Теорема 2.5.2. Пусть со = — , п = 2 и а  -

вещественное число, такое, что |«| ^ 1. Тогда для
решения задачи (2.5.1)-(2.5.3) имеет место следующая 
оценка

\и(1,х)\<Сехр(а),

равномерно по х в каждом компакте из П , е  > 0 - 
достаточно малое число.

Рассуждая также, как при доказательстве теоремы 
2.5.1, можно доказать следующую теорему.
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Теорема 2.5.3. Пусть п = 2 , а> = ------
2Иа

((! = ±1,±2,...) и а  - вещественное число, такое, что 
|а| ^ 1. Тогда при I —> +да для решения задачи (2.5.1)-
(2.5.3) имеет место асимптотическое разложение

7ГС,

ехр - 1- я( \
----- /
2На ,

и(1,х) =
4 а

' п ^ 1 
2И.

1х
У

ТгР угС
йДл:')51П— (А -  X,) + Ь,(х’)С05(И -  х3) —  

2 И 2И
+ 0 (1),

равномерно по х в каждом компакте из П  . При п = 1 в 
работ е [22] показано, что в резонансном случае решение 
задачи (2.5.1)-(2.5.3) при I ->  +со растет как Iй 2 .

Рассмотрим в П  однородную краевую задачу с 
двойственным параметром к

(А  + к~)и(к,х) = О,

V дхп+\
■ + ак и(к,х) = 0

(2.5.18)

(2.5.19)

Покажем, что решение задачи (2.5.18)-(2.5.19), 
удовлетворяющее на бесконечности парциальным 
условиям излучения, есть тождественный нуль. Пусть П г 

боковая поверхность кругового прямого цилиндра с 
торцами, состоящими из кругов, лежащими на плоскостях 
хл+] = ±И с центрами в точках (х ',± А ), радиусами г .



Для решения задачи (2.5.18)-(2.5.19) имеет место 
формула Грина

где

I ------и ------
п, I. дг дг

с ,  =с+эе.

ш т,

М ( х , у )  = — — г )&Ак,Уп+\ У„ ( к'Г),г. -г-1 ЫО --1
2(2 кУ

регулярное решение задачи (2.5.18)-(2.5.19) в П , /и - 
любое натуральное число, у ( - постоянные,

к0 = ^(\ + а 2)к2 .

Обозначим

^г( г )  = ~
/

{ К ]
п- \2

4
( / ' + № ?  0к(г)+г,Н™ (к,г)

—I —I
(2.5.20)

дС
1ак как ряды в выражениях С и —  сходятся равномерно

дг
по г при г > с0 > 0 , то

оо
1<к,х)='Е#,(к,хт.]) I

г=о дг дг
18Т, (2.5.21)

где
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и
и,(к,х' ) = $и(х)8, (к ,хп+] )<&„+|,

- А

5Г - сфера радиуса г на Г1г с центром в точке (х ',0 ).

Рассмотрим следующие парциальные условия 
излучения А.Г.Свешникова

где квадратная скобка означает целую часть.

Покажем, что функции и0(к,х') и и,(к ,х' ),  

€ = 1,2,... в Кп соответственно удовлетворяют уравнениям

(А  + к 2 )и, (А ,х ') = 0.

Рассмотрим сперва С Ф О . При С = О 
доказательство аналогично. Пусть и(к,х) есть решение 

задачи (2.5.18) и (2.5.19). Умножая (2.5.18) и (2.5.19) на 
8г(к ,хп+]) и интегрируя по хя+1 в пределах [-Н, Ь], 

получим

(2.5.22)

9
71

(2.5.23)

и
|(А+к2)и(к,х)&(к,хп+])с1хп+[ =
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= (А + к 2)и( (к,х') + ^ -(р х) 8 Л к , Хп+]) ^ п+} = 0 . (2.5.24)
- Л  З д : „ + |

Подставляя в (2.5.24) вместо 8г(к ,хп+]) его выражение и 

интегрируя по хп+[ дважды по мастям, получим

сд “(к ,*)  ■ , ,  , , лСак  -----81П( И - х п+]) — с1хп+1 = а к  —
-  а  дхп+\ 2  А 2 А

и(к, У , Л) -  (-1)'ги(к, х'-И) -  \и(к, * )  з! п ~  (А -  дг„+| )Л „
2п 2п

(2.5.25)

Аналогичным образом

Ли+1

га м(А,х) л€
Т Г  ] — С 0 5 ( / г - х я + | ) — ^ п + | 

2 "  - а  ^ п + |  2 А

2А

ди(к,х',  А) , ди(к,х',-И)

. & п+. йгл+.

л 2 „ 2  А

| и (* ,х )со 8 (А -х „+|)^ < & „ +| 
2 А4 И2 - А

(2.5.26)

Учитывая краевые условия (2.5.19) в (2.5.26), из (2.5.25) и
(2.5.26) получим

Нгд2и(к,х) л 2(,2
■I д 2 Я Л М Й+|№ Й+, = 2 иЛ к , х ). (2.5.27)

- а  ^ „ +| 4А~
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Из (2.5.24) и (2.5.27) следует доказательство второго из 
равенств (2.5.23). Случай (. = О доказывается аналогичным 
образом. Имеет место следующая теорема

Теорема 2.5.1. Решение задачи (2.5.18)-(2.5.19), 
удовлетворяющее на бесконечности условиям (2.5.22)

тЛ
к * —  (при п = 1,2, к ^  —  , а Ф 1 ) (^  = 0,1,2,...), есть

2 И 2 И
только тривиальное решение.

Доказательство. Фиксируем точку х = х0 е  П и 

рассмотрим

и,(к ,х ;> =  {  \У,(г)
ди,(к ,у ' )  ,Лд % ( г )

и1\гчУ Удг дг
с!8г . (2.5.28)

Так как иг(к,у' )  удовлетворяет уравнениям (2.5.23) и 

условию (2.5.22), то, в силу результатов [26], имеем 
у г =0, (. =0,1,2,...,к , т.е. и,(к ,у' )  являются функциями 

первой категории и для них на бесконечности имеет место 
оценка

и,(к,у ')  = ехр(1к'\у'\)0 \у’\ 2
V  /

е = 0,\,2,...,у; V
2И\к\

п

(2.5.29)

Далее, поступая так же, как в § 1.4, получим, что

и, (к,х') -  0,

(  = у + \ ,у + 2,...
(2.5.30)



Рассмотрим теперь и , ( к , х ' )  при  ̂=  0,1 . Учитывая,

что у ,  =  0 ,1 =  0 , 1 , 2 , получаем

ГГе(г)  =
к ,

\2 я г  у

Ч - - 1

Н У ( к , г ) .
2

(2.5.31)

Из формулы дифференцирования функции Ханкеля и 
асимптотики (1.1.5) получаем

дг
-  (к, \1У, ( г ) = ехр(}кгг ) 0

(  _л+1 \
Г 2‘

V  У

(2.5.32)

Поскольку при больших \у’\

_
дг = 1 + 0 ( И  X

то

ди, (к, у ') ди,,(к,у')
дг Э|у|

1 + О

Следовательно, из (2.5.28) получим,

и,(к ,х  о )=  ] IV,(г)
аИ дг

+
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+  ~  0 8 т ^ М к , х ' 0 ) + М Ь , х ’0 ) . ( 2 . 5 3 3 )

Из (2.5.22) и (2.5.29), (2.5.31), (2.5.32) следует, что

Л'г
\У,(г)ехр{1к]у'\)о \у'\ 2

ч У

-  и г(к, у' )  ехр(/'А:, г)()
/7 + 1

п - 3

*,Т о(1) + 0 ( г “ ' ) ехр(Икег). (2.5.34)

Аналогичным образом из (2.5.22), (2.5.29), (2.5.31) 
получаем

л-3 л-1

у 2(к,х'0) = к 1, 2 2 ехр(1к,г)с\у'\ ')>

1-П (  1-л
|/| 2 + ехр (/^ г)0  |/| 2

V /
=

л-3 и-1

= к 2 И -
1-л

+ 6>
V  /

(18 г = 0 ( г ~ ]). (2.5.35)

Устремляя т > оо, из (2.5.33)-(2.5.35) получаем,
что
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Из (2.5.30) и (2.5.36) получаем, что

иг(к,х'0) = 0, (. = 0,1,2,...

А  из (2.5.21), (2.5.28) и (2.5.37) получаем, что
И,

и ,(* ,х 0)  = 0.

В силу произвольности точки д:0 из П 

доказательство теоремы.

и,(к,х'0 ) =  0 , (  =  0,1,2,..., V.
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получаем



Г Л А В А  I I I

ПРИНЦИПЫ ИЗЛУЧЕНИЯ ДЛЯ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ  

ВЫСОКОГО ПОРЯДКА В 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ

В этой главе принципы излучения изучены для 
краевой задачи в многомерном цилиндре для 
эллиптического уравнения высокого порядка с 
постоянными коэффициентами. Эти результаты имеют 
место и для эллиптических уравнений, коэффициенты у 
производных по поперечным переменным которых есть 
гладкие функции от этих же переменных.

§3.1. П остроен ие ф ункции Г р и н а  задачи (3.1.1)-
(3.1.2) и принцип п р едельн ого  п о глощ ен и я

Пусть Ц  = П х К п( х ) -  цилиндрическая область в 

Кт(у)  х Яп(х ) ,  где О - ограниченная область в евклидовом 

пространстве Кт(у),  у  = ( у ], у 2, . . . ,ут)-  точка Кт{ у ) ,  а 

Кп(х)-  такое же пространство с точкой я: = (х^х2,...,х„ ) . 

Здесь всюду будем предполагать, что <30 - бесконечно 
гладкая поверхность в Кт .

Рассмотрим в Ц  следующую задачу

Ь0и — Р ' л  ^
у д х ’ д у ;

д-'и
д п '

и(к, х , у )  + к 2 и(к, х, у )  = / ( х ,  у ) ,  (3.1.1)

О, ^ = 0 , \ , . . . , N - \ ,  (3.1.2)
ВЦ
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где
д _ Га _ а ; д _ '  д_ _д_ '

д х ~ удх\ ’ ’ ”  дхп ^ ду
/*(/.*, Ь) ■■

= Р0( к ) +  Р{(12) - степени однородности 2N отрицательно 

определенный эллиптический многочлен, причем 

(/л:) = с0|л|“^ , с0 < 0 - константа, к 2 -  вещественное

число, П - внешняя нормаль к боковой поверхности 
цилиндра Ц . Так как / ( х , у )  будем считать достаточно 

гладкой функцией, то решение задачи (3.1.1)-(3.1.2) будет 
классическое решение. Отметим, что разрешимость 
задачи (3.1.1 )-(3 .1.2) другими методами также изучена в 
работах [47], [48].

Наряду с задачей (3.1.1)-(3.1.2) рассмотрим 
следующую задачу с комплексным

к ': = к 2 + 1е , е  Ф 0 - число

/ д д  Л

дх ду 

д'и{ке ,х ,у )

+ к 2

дп'

и(кЕ,х , у )  = / ( х , у ) ,  

= 0, ^ =

параметром

(3.1.1)'

(3.1.2)'
вц

Считая и(ке,х , у )  обобщенной функцией над О ( Ц ) ,

совершим в (3.1.1 )'- (3 .1.2)' преобразование Фурье по х. 
Тогда получим следующую задачу

ду

д } и
дп>

+ ке ы(*г ,я,.у) = /(я,.у) (3.1.3)

= 0, у = 0,1,..., Л' -  1, (3.1.4)

ап

здесь и(ке,5 ,у)  = Рх̂ чи(ке, х , у ) ,  Рх_,х - преобразование 

Фурье.
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Рассмотрим оператор Ц =~Р\ 

определения
дУ.

с областью

9 : 3 ( у ) е  // (П ),2ы,гл\ д'8(у)
д п 1

= 0, у =  0 ,и ,Л Г -1

Дифференциальное выражение I ,  с областью 

определения /)(/,,) порождает положительно 

определенный самосопряженный оператор Ь в А2(Г2). 

Обозначим через собственные значения оператора , 

а через <рг1(у)  соответствующие собственные функции.

Приведем из [28] (с. 195) следующую теорему.
Теорема 3.1.1. Пусть положительно определенный 

оператор таков, что всякое множество функций, нормы 
энергии которых ограничены в совокупности, компактно 
в смысле сходимости в среднем. Тогда:

а) оператор имеет бесконечное множество 
собственных чисел:

0<АЛ<А2 <...<А <...; Пт Л =+оо,
р->со ^

б) соответствующие собственные функции 
образуют систему полную как по энергии, так и в смысле 
сходимости в среднем.

Замечание. Отметим, что в сепарабельном 
гильбертовом пространстве полная ортонормированная 
система функций образует базис. Поэтому любую 
функцию / ( х ) & Ь 7( 0 )  можно разложить в ряд Фурье по

системе функций {ф^(>0} оператора I  .

Теорема 3.1.2. Для функции Грина задачи (3.1.1)-
(3.1.2)' с комплексным параметром к] имеет место 
представление
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С ( к Е, х - ^ у , 2 ) =  ^ 1  \ х - $ - 2 X

00 N-\ _̂2Д/+|
* 1 Х ( > ) ф „ ( * ) 2 Х ^  я '1» . ( ( х - ф ^ Х

/'=■
 ̂ 1 ' и// .. .«=1 у=0 2~1

где
I

П>Р =  |С |2" ехр
1 л

-—-аге<;„ + — у 
2/У 6Ь// N

е „ = к ) - л м.

Доказательство. Так как при е  *  О .

*  ке + Р0( м ) , то тогда решение задачи (3.1.3)-(3.1.4)

определяется по формуле

и(ке, з , у )  =  | > сЛ ^ , Л у)  

к2. :
где

^ Я р ~[Р0(и )  + к 2е ]

с„{*) = //(5,7)9^ (2)^2,
О

) ( $ , * )  = Гх̂ х[ / ( х , у ) ]

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

Рх-+я - преобразование Фурье.

Отметим, что Яц и Ф//(>;)  от 5 не зависят. Решение 

задачи (3.1.1 )'-(3 .1.2)' определяется как обратное
Л

преобразование Фурье от и(ке,х ,у)  по .у.

1 гЛи(ке,х ,у )  = -  \и(ке , з , у ) е х  р[-/(*,я)]с& =
(2я )  Ц"

1 V- , ч гс«(*)ехр[-/(дг,5)] 
з г ! ч Л у ) \ ~  г „ ; . ; ч , 2 >  (3.1.8)

(2л У %  ц , ( ^ - [ Р 0(1з) + к 2]
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Здесь почленное интегрирование законно в силу 
сходимости ряда (3.1.5) в среднем. Учитывая (3.1.6) и
(3.1.7), получим

(У)\
(2л) //=| \

ехрр(^ — л:,$)}&

где
/<Л - ( РоО*) + ке)

Л ( ^ ) =

/ „ т ,  (3.1.9)

(3.1.10)

Обозначим

1 г ехр[/(#-дс,5)]

( 2 ? ) " ^ ^ - [ / > ( « )  + Ае2]

Этот интеграл в обычном смысле, вообще говоря, не 
существует. Придадим смысл этому интегралу и 
вычислим его. Применяя теорию обобщенных функций 

для произвольной ф(дг) е  Со (/?„), имеем

= нт _ ! _  г

(2 ж)" 

ей

1

\Л Р - р<в (й ) - * ;

|ф(дг)ехр[-/(л,д:)]сЛс.
(2 л ) |л|<г Р0 (и ) ке К"

Меняя порядок интегрирования, что законно ввиду 
абсолютной сходимости 2 п -кратного интеграла, получим

(./ (кс , х), ф (дг))= — —  Н т  [Ы* 2 ф(*)оЬс х
"  Г —>00 1

(2л):

€ 2
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Отсюда, в силу произвольности функции ф(;с) , получим

П

■ГАК,*) - ~ Й »  И + М 4
( 2л У  0 "  о{ ) е 2

Введем следующую функцию

П

ф' (гл,= / ^ 5 ^ т^,И -1М 4

Вычислим П т Ф Л г , х ) .  Пусть п -  нечетное число. ТогдаК —>00
п

г 2у п ( г )  есть четная целая функция. Поэтому
— 1
2

п

Используя известное равенство (см.[29], с. 175)

Ш = ' - [ н " \ 2 ) + н ? \ 2)]
\
2

получим

1 Гг N2

. 2 2 

Рассмотрим корни уравнения

4 и Р - р 0( ь ) - к 2в

< Ц * Ф ' м(г ,х )  + Ф'1(г,х).

Лр -  Р0(м) -  к* = 0, здесь Р0(к )  = с0Ы2,'/. (3.1.11)

101



Отсюда

' у/и
к - к 2М

ехр
1 Л ~ к в п

/  ага— ---------+ — V
2 N  ь с0 N\  и у

(3.1.12)

где с0 = Р 0
/ \

5

н\ /
от 5 не зависит. Не умаляя общности,

положим с0 = -1 .

Корни уравнения (3.1.11) простые, они
расположены симметрично относительно начала
координат -  N  корней расположены в верхней
полуплоскости, а N  корней в нижней полуплоскости и

Пом ~ ц ~ ~*1ы+ \ , ^ ~  (3.1.13)

По теореме Коши

«2

4

т ы~'
= - % В ы ч

И 2

2 и=01*1=^  Лц -  Р0 (к )  -  к\ )-Н (О
2 п а д  +

А’ 2
-  Г—
4 ' Л м - Р 0( й ) - к ;

где сг - полуокружность в верхней полуплоскости с 

центром в начале координат и радиуса г . Учитывая 

асимптотику функции Н ^ ] (г )  при больших |г|, получим,
2~

что интеграл по сг стремится к нулю при г —>оо . Тогда
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=̂0 2

Аналогичным образом,

Ф„» ( , )  =  Н т Ф Ц г ^ - ^ п У 2""я ®  ( Н , ,  )  

Учитывая (3.1.13) и

ф » =

Н ™ ( - 2 )  = ( - \ у '  (2)
2 2 ~

(см.[29], с.218), получим, что

Ф'^Х) =  Ф'^Х).

Таким образом,

777 N ——2 Л^+| /  \

Пт Ф „ (г ,* ) = —  (3.1.14)

Подставляя это выражение в ^ (ке , х ) ,  получим

Н2п)  2Ы' 2 - ■ —2Л/+1 ... /. . ч
Л  (* « » * > = • ...... 4дг— я » ’ , ( Н О  (З Л 15>

Пусть теперь л -  четное число. Тогда, выразив 
функцию Бесселя через функции Ханкеля и устроив 
разрез (-оо ,0 ), получим
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Учитывая

2*Н[2)(2) = ( - 2 У Н У  ( - г ) ,

получим

5 2

2 _ и „ - Р 0( 1 х ) - к 2е §-.
я1 ° Ш Ш

Поступая как и выше, при четном п получим также
(3.1.14), а затем (3.1.15). Подставляя (3.1.15) в (3.1.9) и 
учитывая (3.1.10), получим

/(2я) 2
и(кс , х , у )  = ..... 2 , Фл» (-У)*

. п Ы-\ ”_2Л/+1 / ч
| М Г 52>^

и=0

К 2л)  
АЫ 11 /7=1

- - 2 Л Ч 1  /  \

и=0

Следовательно, функция



0 ( к е , х - ^ , у , 2 )  =  ̂ ^ - ~ х  
4N

* Ё | * - # Г 2Ф , , О О Ф , , ( Н™ |х - 4 \ п ^ \
Ц=\ 1/=0 Т -1

есть функция Грина задачи (3.1.1 )-(3.1.2) с комплексным 

параметром к] . Теорема доказана.

Лемма 3.1.1. Для решения задачи (3.1.1)-(3.1.2) с 
комплексным параметром к] имеет место 
представление

и(ке, х , у )  = [■■\0 {кЕ, х - ^ у , 2 ) /( ^ ,2  )с/Ц, (3.1.17)

где С(кс,х -  %,у,х) определяется формулой (3.1.16).
Теорема 3.1.3. Если / ( х , у ) -  финитная бесконечно 

дифференцируемая функция, то для задачи (3.1.1)-(3.1.2) 
имеет место принцип предельного поглощения при 
следующих условиях:

1) если п <  27У, то к 2

2) если п > 2 N , то допускается также к 2 -  Лц .

Доказательство. Сперва выясним при е  = 0 при 
каких соотношениях между п и 2N  функция Грина 
С(ке , х , у , г )  имеет смысл. Пусть п -  нечетное число.

Тогда из разложения функции Я ( г )  для нецелых
2~'

порядков (см.[29], с. 168, 175) следует, что

М-\ ^_2дг+| / ч

У м ( к , п , Ъ х ) = ' Ё п $ 1 Я<‘> (х |7 )=
=̂0 2
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Г"-1]/ 81П л
и  ^

К  х-
|/=0 =̂0 е\г - +  1+2

— +

ЛМ --2М+] ®
+ Х <  X

и=0 с=о

( - 1) '

\ — \ + 2 Г  
|2

е\г
(3.1.18)

В силу равномерной сходимости рядов в (3.1.18) при 
х Ф 0 в этом разложении можно менять порядок 
суммирования. Тогда

Уи(к,п,М,х) =
7  8 1 П п

и  ^

00 /ЛМ

I X * .=̂04̂ =0

( - 1) '
/г1..1\ '2+2М

2 (+ 2 -2 Ы

И '

V 2 ,

г\ 1\л-|+2̂

00 (Н-\ ^

+ х  х с 2'=̂0\и=0 У

( - 1) '
N

Ч 2 У

« Г

(3.1.19)

В доказательстве леммы 3.2.3 будет показано, что

у=0

Поэтому в (3.1.19) первая сумма равна нулю при /с2 

а вторая сумма при к 2 =Л^ имеет смысл, если т о л ь к о  

п > 2 N  . В случае п < 2Л̂  предполагается, что к 2 фЛц -
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Рассмотрим случай четного п .  Тогда из разложения

В силу (3.1.20) первая сумма в (3.1.21) равна нулю при

Таким образом, при «>2 Л ^  к 2 - А ц допускается, а при

при со, 0 , получаем, что ряд в (3.1.16)

относительно е равномерно сходится. Аналогичными 
свойствами обладают производные функции Грина. 
Поэтому, если перейти к пределу при в (3.1.17) и
ее производных, входящих в уравнение (3.1.1) при 
указанных соотношениях между п и 2 Ы , получаем, что 
и(к,х,у) удовлетворяет предельной задаче, т.е. задаче 

(3.1.1 )-(3.1.2). Теорема доказана.
Отметим, что эти результаты для уравнения

г/О (г)  для целых порядков получим (см. [29], с. 177)
Ы
г

+

к2 = А̂  . Вторая сумма при к 2 -  Ац имеет смысл, если 

только п > 2 Ы . В случае п < 2 М  предполагается к 2 *  А .

п< 2N к 2 Ф А... Учитывая асимптотику функции Н {'] (г)  * "_1
2
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§3.2. Принцип предельной амплитуды

Рассмотрим в М  = (0,+оо) х Ц следующую 

нестационарную задачу, соответствующую задаче ( 1.1.1)- 
( 1.1.2)

д 2и((,х,у)
д12 дх

+ Р,

и(0,х,у) = 0, ^ ’Х’У К о,

и ( 1 ,х , у ) - / ( х , у ) е \р(/й*), (3 .2 .1)

(3.2.2)

д !и

дп'

д1

= 0, у =  0,1,2,...,#  -  1, (3.2.3)
3 / / х [ 0 , + о о )

где / ( х , у ) е С ^ ( Ц ) ,  со - вещественное число, п -  
внешняя нормаль к боковой поверхности дЦ- цилиндра

Ц .
Считая и(1,х,у) по / как обобщенную функцию над 

пространством (см. [40], с .113) и совершив в (3.2.1)-
(3.2.3) преобразование Лапласа по /, получим следующую 
задачу

'  д 4 ' д  "
р0 + р\ - к 2

<дх.
и(к ,х ,у )  = Л * , у ) (3.2.4)

д'и

дп'

к -10)

= 0, у = 0,1,..., N  -1 , (3.2.5)
дЦ

где и = Х и ( 1 , х , у ) ,  Я е ^ > 0  и Л  есть обобщенное

преобразование Лапласа. Используя результаты §3.1, 
находим, что решение задачи (3.2.4)-(3.2.5) имеет вид

~ 1(2 л )  2 *
и ( к ,х , у )  =  — —



Решение задачи (3.2.1)-(3.2.3) определяется как 
обобщенное обратное преобразование Лапласа от 
и ( к , х , у )

и(1,х,у) = — ; |м (к, х, у )  ехр (к( )с!к
2 т

00

4Ж(2 л ) +2

-I

,оо+е «_2Л/+, п
I  1 |*-#| 2 *

Нп-1К>+е

■Н ?--1 к -16)
2

Ц>Лу), (3.2.7)

где

/„(<?) = ! / ( 4 , у >р„ (у )4у-

Для дальнейших целей введем следующее 
обозначение

Ы - \  " - 2 А / + 1  ,  "  /  ч

е /, ( х - # , о = Ё  1
и=0_/оо+̂  2

^  = 1,2,3,...
к -1(0

(3.2.8)

Будем использовать асимптотику функций С /1(х-<^,1) 

при /->+оо. Докажем следующие вспомогательные
леммы.



Лемма 3.2.1. Пусть а г> -1 ,/?>0  - целое число
а  > О

а

Т’(1) = $ха 1п/у дгехр(-х1)с1х. (3.2.9)
о

Тогда при / —> оо

= 7^  ̂ Н ) " 4 Су|п̂ "7'  + 0 {ехр [(-а  + г)/]},
* 7=0

где
оо

С] = /.V" 1пу .уехр(-_у)ф, 
о

о е  > 0 - достаточно малое число.
Доказательство. Сделаем в (3.2.9) замену х-1 = у .

Тогда

^  = 175" \ у а \ пРУ ~ Р |г,/М +... + ( - 1/  \пр /]ехр(-.у)ф =
1 о

= 1п/,' / 1 + 0 {ехр [(-а  + г)/]}.
1 7=0

Отсюда следует доказательство леммы.
Лемма 3.2.2. Пусть -  2 < « ,/ ? >  О - г/елое число, 

ог > 0 м

а

Р и)( 0 =  Д е х р (-х / )-1]ха' ( 1п х )/?̂ х  (3.2.10)
о

Тогда при I —> +оо
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(а  + 1)/

\Р+1

а+1

^ — 1пд*'/ + 0( 1пл О 
/0+1

0 (1)

при - 2< а < - 1,

при а - - 1,

при - \ < а .

Доказательство. Пусть а Ф - \ .  Интегрируя по 
частям в (3.2.10), получим

а
Р и}(1) = [ехр(-аГ) -  ф (а )  + /|0(лс)ехр{-х1)с/х, (3.2.11)

где

0( * )  = * " +' Х
■В- (~ \У  р .\п м  х
Ро (/ ? - / ) ! ( «  + 1Г г  

Подставляя в(х)  в (3.2.11), получим

Р а)(1) = [ехр(-аО - \ ] 9 { а ) + & — - к ^ Ё — Р ^ ) ,  (3.2.12)

где
Н>(^ ~ ./Жа  + О

а

Р / (I) =  |дс“ +11п ^  хехр(-х/)^*-

Как видно из (3.2.12), наибольший вклад в (3.2.11) при 
Г-»+<х> и - 2 < а < - \  вносит Р0((),  а при - 1  < а  в ( а ) . 
Из (3.2.11), (3.2.12) следует доказательства первой и 
третьей части леммы.

Рассмотрим теперь случай а - - \ .  Тогда (3.2.11) 
примет следующий вид

+
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4 а
+ —— - |ехр(-д:/)1п +̂1 хс!х. (3.2.13)

Применим к интегралу (3.2.13) лемму 3.2.1. Тогда 
получим

/?«'>(/) =  ^ - )/? |п*+| I + 0 ( \п р /).
/3 +1

Из этой асимптотики следует доказательство леммы.
Замечание. В леммах 3.2.1 и 3.2.2 вместо функции

ха можно взять функцию, регулярную в отрезке
О < х < а , а в окрестности точки х -  0 представляющуюся 
в виде

/ ( * )  = * "  («о + « I X + ...).

Теорема 3.2.1. Для С ц(х-%,1)  имеет место 

следующее представление

ЛМ - -2ЛГ+1
С м(х-<*,1) = 2 т ^ _ (Д„,/а>)х

(А„ , ш ) )ех р (Ш )  + 0 <2) (х -  I),
2 ~

где С ^ \ х  — <Ц,() определяется формулой (3.2.14). 

Асимптотика функции С (̂ ](х-%,1) при I —> +со для

нечетных п определяется формулами (3.2.35), (3.2.36), а 
для четных п - формулами (3.2.35), (3.2.46).

Доказательство. Учитывая (3.2.6) и асимптотику 

функции Н ^  (г )  при больших \г\, получаем, что
2~

интегралы в (3.2.8) сходятся. Устроим на плоскости к 

разрез (-/Я "2,/ ^ 2) так, чтобы берега разреза Г  *, Г;~
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находились на левой полуплоскости и участки разреза 

вблизи точек ветвления к - ± 1 Л ^ 2 были параллельными 

вещественной оси. Рассмотрим контур

г, = г; ус*0 иг; 11 с™,

где и С (е2) - окружности радиуса е  с центрами

соответственно в точках А = //̂ /2Д - - / А ^ 2. Применяя 

теорему Коши, можно показать, что

О ^ х  -  { , 0  = С * \ х  - $ , ( )  + С ? ( х  -  *,/),

где

Л М  ? _ 2 * + |

С ^ \х -^ ,1 ) = 2т^т)2 Ц ,,»® )//^ ( х - ^ Д Л ^ й ^ х рЦса);УЦ г- • . ,
и=0 у '

г и=0 т-1 А-/6У1 0 I
(3.2.14)

Изучим теперь асимптотику интеграла по контуру 
в (З.2.. 14) при I —> +оо . Имеет место следующая лемма.

Лемма 3.2.3. Пусть п — нечетное число и п > 3 . 

Тогда при со Ф ±Л ''2

* ц 2

Доказательство. Известно (см. [49], с. 100, 306), что 
если в и в 2,...,в ( различные нули полинома Я( (в)  степени 

а, то

' в г ГО, если 0 < г й Ч - 2 ,
^ ' Е - Б ^ г Н  -I . , <3.2.15)

7=1 К, (V] ) I а0 , если у  = ( - \ ,
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где а у - коэффициент в '~г . Имеет место также 

рекуррентная формула

<%<*>♦* +а\<*ыи + а2а ^ 2  +•••+<*,_|СГЫ +а,(ти = 0, И>0 (3.2.16)

Из формул (3.2.15), (3.2.16) можно определить значения 
а у для всех значений у  .

Если в (3.2.16) последовательно полагать
И — 0,1,...,^ — 1 и учесть (3.2.15), то получим

а0ст( + ах<7(_\ = 0 

=  0

ЙГпСГ0 2̂ -2 ^ 1 2С-3 = о

(3.2.17)

а0(72С—\ &\СТ2Р-2 ®( - \ с  — 0

Так как

К2„(в) = в 2" +л м + к 2,

то из (3.2.15), (3.2.17), (3.2.18) при 1 = 2 N  имеем

(3.2.18)

ст0 = 0,сг, =0,...,<т2N-2 0’ ° 2ЛМ ~

°"2Л/ _ ®’ СТ2А/+1 - 0 » ” ->СГ4̂ -2 - 0 ’ °4ЛМ ~ + ^ )

Заменяя в (3.2.16) И последовательно 
27У,2Л/' + 2,...,4/У -1 , получим

(3.2.19)

на

а 0 а  А  N  +  й г 1 С Г 4 Л / - 1  + а 2 ( У 4 М - 2  +  ■ "  +  а 2 Ы С Т 2 Ы

= 0
а 0 С Г 4 Ы + \  + Я 1 С Г 4 Л '  +  Й Г 2 ° ' 4 Л Ы  + - " + а 2 Л / ° " 2 Л ^ + 1  

а 0 ° 6 Л М  + а \ ( Т 6  N - 2  + а 2 а Ь Ы - 1  ^ г ^ ^ • ^ ^ ~ а 2 N С ' ^ N - \  =  ®

(3.2.20)
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Из (3.2.18)-(3.2.20) следует, что

Продолжая этот процесс, получим, что

'2 ММ (3.2.21)

а остальные сг/ - 0  при у *  2 Ш  -1 ,  ̂= 1,2,3,.... 

Справедлива

ч2 у
оо ( " О '

^!Г(у +  ̂+ 1)
(3.2.22)

Используя разложение (3.2.22), в силу равномерной 
сходимости ряда, получим

в % \ х - 4 , 0  =
1

Г = - . ]/  5 1 П л
и  )

е=о 2*--+1
—  + а + 2 

2

х  р Ё у , - Н » * 2 1 Д |

/ к -1(0 ,=о ^

Из (3.2.21) получаем, что <т; или равны нулю, или 

аналитические функции от А . Поэтому

с<,2) ( * - & 0 =о. (3.2.23)

Лемма доказана.
Из доказательства леммы 3.2.3 следует следующее 

утверждение.

Следствие 3.2.1. При любом (, (. = 0,1,2,...; © ^ ±Я1/2
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г е х р ( ^ ) ^ 2_2Л/+2, ^  = 

г3 к - т % '■*‘а

где г/1р определены формулой (3.2.6).

Продолжим доказательство теоремы 3.2.1. Из 
леммы 3.2.3 следует, что при нечетных п

е й 4 ? г “ м /,
М)^ К~ 1С0 2

Используя разложение у ,7 ( г ) ,  получим
2 1

Будем изучать асимптотику при / -»+оо  только первого 
члена ряда (3.2.24), так как вклад от остальных членов 
ряда при I —> +оо по сравнению с вкладом от первого 
члена достаточно мал.

Рассмотрим

Р А » )
г  К  у = 0

Используя (3.2.6) и то, что п -  нечетное число, получим

N-\ -)Е -П-2И _  ^ —л-2/У ^
^  (3 -2-26)

1 -ехр ( /— л 
УУ\  У

Если подставить (3.2.26) в (3.2.25), то получим
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т
где

С(и,ЛГ) = -------- 7------ г. (3.2.28)
1 -  ехр

ч

л
I---П

N

Из (3.2.6) выражения })0м следует, что 

подинтегральная функция в (3.2.27) в точках А = ±/Я'/2 

имеет суммируемые особенности. Поэтому интегралы по 

С*° и С<2) при ь- -> 0 стремятся к нулю. Тогда получим

ф о//(0 = |1-ехр| 

Представим

гехр<*/)
' (\п

N
С ( п , М ) 1 ^ И г - ^ с ] к . (  3.2.29) 

: к -ко  7

. . А: - 1(0 0//

-а-/Д"2 -а+и"2 а"2

1 + 1+ I
-/д"2 -о-а'Р-о+а^2

« ф &ЧО + ф & ЧО + ф Й 'Ч ')-

Рассмотрим каждое слагаемое в (3.2.30) в отдельности. В 

Ф $ (0  сделаем замену А: + /Я',/2 = - г  . Тогда получим

Ф ^(0  + ^ 1,, ̂  л .
0 / “г / СО +  г

К этому интегралу при /-> + оо  применим теорему 1.1.1. 
Тогда получим
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— I

< ( 0 =
ч2УУу

( ™+С
---- 12Ы (3.2.31)

\ У

Фо^ЧО оценим по модулю

и  I

|ф</;Ч ф с Д 2 А / '2 ехр(_ а/). (3.2.32)

Сделав в Ф ^ 'Ч О  замену к - г Х ' 2 =-т , получим

Ф‘»':'</) = е х р ( ,Д ^ , ) ' У ^ 2 ) _ _ г^ ' ( 2 а и  _ г)г ~ 'Л .-  ̂• 31/2 
о/Я - / « - г

Применяя к этому интегралу теорему 1.1.1. при /~>+оо, 
получим

/(2/Я"2) 2" ' '

<у-Я^
—  к 2* + о
27У

I 2Ы

\

(3.2.33)

Из (3.2.29)-(3.2.33) следует, что при /->+а> для Ф 0 (/) 

имеет место следующая асимптотика

Фол (0  =  1' 1 -  ехр
/ . л  4
- 1 ~ П

V N
С(п, М)Г

2#

хЧЧ/.Я,,® )/ 2"  +0
--- 1

/ 2 Л' (3.2.34)

где

Щ Л ц,со)=(Ъ%2)™~'
ехр^Я /) (-1 )2Л' ехрНЯ^'2/)

й;-Я .>1 /2 <У+Я,.1/2 (3.2.35)
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Из (3.2.24), (3.2.25), (3.2.34) следует, что при ( - >  +оо

41}х-&  '

22
1-ех^ -/'— л 

N  у

х С (л ,Л 0 Г  —  Т (/ ,^ ,а > У  2Л/ + 0
^2уУ у

(.3.236)

равномерно по х —% в каждом компакте, где ^ (/ Д  <у)

определяется формулой (3.2.35).
Пусть теперь п -  четное число. Используя

разложение (г )  для целых порядков (см.[29], с. 177),
" - 1
2

получим

р Л и=()

-ф .-л )+ “
71

- I
с=о

^-1У - - 1 - 2

Я

V ' - ? 1
Ч г ~ Ч• уц

V /

- Г
е=(|

(-1 )1 х - $ р Л ? и ~х(

а - - 1  + Л  ^
и  )

Т + Л  + Ч» ■, (3.2.37)

где Т (^ )  = -7  + , / = 0,5772 - постоянная Эйлера.
7=1./

Учитывая следствие леммы 3.2.3 и то, что в первую,
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третью и четвертую сумму в (3.2.37) входят г]ху только в

четной степени, получаем, что интеграл от этих слагаемых 
равен нулю. Поэтому

л  /  к - 1(0 ^  ^

ХЛ  (3-2.38)

Ограничимся первым членом разложения в ряд у'и ( г ) ,
2~'

так как вклад от остальных членов разложения при 
I ->+оо будет мал по сравнению с вкладом первого члена 
разложения. Обозначим первый член разложения в

(3.2.38) через (х -  %,1)

21

лГ
п

/ -1 л
1 ]

2\ /

ехр(к() у ,1 _2Л,

3Т ^ к о ^ П̂  ПТ]'<А -г  АС 1(0 у = о\ (3.2.39)

Учитывая, что

1п?7™ = |п?7о« N

получим

N-1
7,‘ кок=0

Из (3.2.6) имеем

(3.2.40)
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лм /V-!

ХлГ" = С "  ? ехр[ V ' 1=и=0 у=0
-п - 2 Ы  

' 0А ’
(3.2.41)

/  \. 7т 1
1 ------------ V

1 N 1

где
лм

С0(я, Л^)= ]Гехр  
1'=0

И

-V-! 1 ЛМ
1 тгп-2Ы V"* I

[0, если п -  четное, п Ф 2 N1, 
I Я , еслм и = 2Л^,  ̂= 1,2,3,...

1'=0

С\(п,1Ч) = ^Гуехр

и = 0 \

/ \
(  . 7 0 1

1 ------------V =. <

1 N  )

:С ,(«,Л07о; 2\  (3.2.42)

О, если п -  четное, п Ф 2 N4, 
N - \
------- , если п = 2Ш , I  =  1,2,3,...

Таким образом, из формул (3.2.40)-(3.2.42) следует, что 
при четных п , п ф 2И ( подинтегральное выражение в 

(3.2.39) в точках А =  ±/Я'/2 имеет особенность вида

(а±/Я'//2)^/ , а при п = 2Ш  -  особенности вида

1п(а±/'Л^/2]. Поэтому при /-> + оо  исследуем следующие 

интегралы

гехр(&) 2„  

^ А - « у

е ,,/ )(0 =
(3.2.43)

Так как подинтегральные функции в (3.2.43) имеют 

суммируемые особенности в точках к = ±/Л^2, то при

б-->0 интегралы по контурам и С (е2) стремятся к 

нулю. После обхода точки А = гЛ /̂2 получим
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е « ; ’ (/>=2» Й ^ [ - , я „ + * г )Г < й ,
_  4 /С  /  и /

е'"Ч')= 1 -  ехр - 1лиУ) г ехр(А0 - л - 2*

л

2Л^’ 

«
П" М ,  Ы - .  

N ) ] г{ к -  Ко °" 2Л^

Поступая как выше при оценке интеграла в (3.2.30) при 
/  —> +оо, будем иметь

п
2И, '  -А - 1̂2Ы

,2Н

& \ * )  =

п
2Я ;

I2Н

\  /
(3.2.44)

где Т(/,Я//,<у) определяется формулой (3.2.35). 

Из (3.2.39)-(3.2.43) получаем

2/

яГ V 2 У

х [С0 (и, Л О 0?Ч О  + /лС, (я, Л 0 О ' ) ]  (3.2.45)

Подставляя (3.2.44) в (3.2.45), получим, что при / -> +оо

п

2 N
л

V 2у

21С0(п,Ы) +
л

1 -  ехр 
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2ы + ( )  I ™ (3.2.46)
V /

равномерно по х -  % в каждом компакте из Кп, где

Ч^/Д^.ю ), С0(л,ЛО< С,(«,УУ) определяются формулами

(3.2.35), (3.2.41), (3.2.42) соответственно.
Из этой теоремы следует следующая теорема.

Теорема 3.2.2. Если со Ф ± Л "2, ц  =  1,2,3,...; / ( х , у )  -

финитная бесконечно дифференцируемая функция, то для 
задачи (3.2.1)-(3.2.3) имеет место принцип предельной 
амплитуды, т.е. при I —> +°о

(2тгУ(Г ' )
е х р ( - 1С01)и(1, х, у )  =  9  ( со, х, у )  + -— — —  ехр ( - 1(01) А(п, Ы) х

равномерно по ( х , у ) в каждом компакте из Ц ,  где 

9 (со ,х ,у )-  решение задачи (3.1.1)-(3.1.2) при к = со, 
выделенное принципом предельного поглощения, ряд 
сходится равномерно по ^ е П ,  Т (/ Д /(,й>) определена

формулой (3.2.35), а Л(л,7У) формулой (3.2.49). При 

п > 27У допускается также а> = .

Доказательство. Подставим выражение О Л х - ^ 0  

из теоремы 3.2.1 в (3.2.7), тогда получим

ЧА=1 /

4УУ
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* М Г 2Л ( ^ Ф^ОО + ехрС-каОх

* Х
//«1

ср <у)\. (3.2.47)

Рассмотрим теперь поведение при / -> +оо 
следующих интегралов

*),(*,О = |* -# Г ^ 2Ч*-̂ ,0/Д#)</<Г, // = 1,2,3,-.
я„

Используя асимптотику С (2\ х -<$,() из (3.2.36) при 

нечетных п и из (3.2.46) при четных я, для Р  получим 

следующую асимптотику

, (3.2.48)

равномерно по х в каждом компакте из Яп, где

/
Г

А(п,М) = -
ч2ЛГ,

22 Г

-С(и,ЛГ) 1 -  ехр

\2у 

/ _ Л’ л
-  / — и

V ЛГ у

2С0( п ,Ю  + 1 -  ехр

при п -  нечетных .

С ,(л ,N ), при п -ч е т н ы х .

(3.2.49)

По формуле (3.2.6) первая сумма 9(со ,х ,у)  в (3.2.47) 

представляет решение стационарной задачи (3.1.1)-(3.1.2)
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при к = а>. Подставив выражение Р^(х,1) из (3.2.48) в

(3.2.47) для решения задачи (3.2.1)-(3.2.3), получим при 
/ -*  +оо следующую асимптотику

(2 л)~Т'
е х р х ,у )  = 9(со, х, у )  + ~ а\ г—  ехр( - 1а>1)А(п, М) х

Е '* 'М / , .® )/ „ф а(>0
//=1

4УУ

Г
+ о  I ™

V
(3.2.50)

равномерно по (х , у ) в каждом компакте из //, где ряд 

сходится равномерно по у  е О .

Пусть теперь п >  2Л  ̂ и <у = Л^2 . Тогда в (3.2.24) и

(3.2.38) все степени г\щ положительны. Найдем при

/ —> +оо асимптотику Ф 0)и||(О  из (3.2.27) и С^/ЧО,

б ^ 7)(0  из (3.2.43). Рассмотрим случай нечетных и. В

этом случае (/) в (3.2.30) будет иметь вид

фо«,(0 = -ехр(-/Я^/)}ехр^й)г2Л' [ - ( г + 2/Я̂ 2)]^~2 (3.2.51)
О

Применяя к (3.2.51) теорему 1.1.1 при /—»+оо получим

ф С ( /)= -< -2Ц12)2дГ2 ехрб#^2/)
2Л̂

+ 0 / 2Ы (3.2.52)

Аналогичным образом для Ф ^ Ч О  получим

< ° ( 0  = ~ехр(/Я^2/) |ехр(-й )г2А/ \ и Л ]̂  - г ^ Г '« / г  (3.2.53)
о

Применяя к (3.2.53) теорему 1.1.1, при /~>+оо получим
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Ф '/" ) (0  =  - (2 / ^ 2) 2̂ 'е х р ( а ^ 0 Г +С^1~2" Л

(3.2.54)
Из (3.2.29), (3.2.30), (3.2.32), (3.2.52), (3.2.54) получим, что 
при I -> +00

ф 0„ , «  = 1 -  ехр 

х Г

. л- I---П
N

С(л,Л0(2/Я"2)|!/2ч2Л1

Г-5— 0
-— +1 Г " ^

/ 2* + о 1 2Ы

\  /
(3.2.55)

Из (3.2.24), (3.2.25), (3.2.55) при / - »  + оо получаем

с > - г . » = - ^ г г 7  
22 Г

Г . л  \
1 -  ехр -1  — П

\  к  Л

X ехр(/Я^2ОГ
\2 М

г
( 2М 

\  У
(3.2.56)

равномерно по х - ^  в каждом компакте.

Для четных п при /-» + о о  также получаем 
следующую асимптотику

( *  -  6 0  =  ‘]х -  ^ г " 2 ехр(/Д^2/)(2/Д^2) 2Л'

----- +1

хЛ,(й ,Л0/ 2Л' + о
/

2Ы (3.2.57)

где
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2С 0(«,Л ^ )+  1-ехр - 1— п | С, (и, Ж) .
/

Для 0 (2\ х - $ , 1 )  при и /-> + оо  получаем

(3.2.36), если п -  нечетное или (3.2.46), если п -  четное. 
Из сказанного и из (3.2.47), (3.2.57) при I  -> +оо получаем

равномерно по (х , у )  в каждом компакте из Ц .
Теорема 3.2.2 доказана.
Замечание. Ряд в (3.2.50) сходится равномерно по 
и /е [0 ,о о ).

Доказательство этого утверждения аналогично 
доказательству леммы 1.3.1, поэтому приведем его

вкратце. Так как / ( у ) е С „ ( Ц ) ,  то / ( у ) е  Д Г  ) ,  где у -

натуральное число. Тогда по теореме Рисса

ехр(-/Л"2/)м(/, х ,у )  = 9  (со, х, у )  +
4 N

А  (п> м)(ил'^  )2л'_1 х

п  (  п  Л—+1 ----
(3.2.58)

Так как

то

(3 .2 .58*)
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Так же, как в доказательстве леммы 1.3.1, с помощью 
теоремы вложения С.Л.Соболева можно показать, что

' <|"М)

Из теории краевых задач для эллиптических 
уравнений в ограниченной области с достаточно гладкой 
границей известно, что при /л —> +оо

2М 
т .

Тогда, используя (3.2.35) и оценку нормы ф ( у ) ,  получим

»=\
< с х ^ +» 1н|/л|< 

//=1<(П)

Полагая в (3.2.58*) у  = + 1
т

+ -----
2

учитывая, что N  > 1 , из асимптотики Я получаем, что

последние ряды сходятся. Замечание к теореме 3.2.2 
доказано.

Рассмотрим теперь резонансный случай, т.е. 

<у = +/^/2. В этом случае, как показано в теореме 3.2.2,

при п >  2Л^, I ->+оо для задачи (3.2.1)-(3.2.3) имеет место 
принцип предельной амплитуды, а в случае п < 2 Ы  
решение нестационарной задачи (3.2.1)- (3.2.3) при 
I ->  +оо растет, что следует из следующей теоремы.

Теорема 3.2.3. Пусть п < 2 N ,  со = ±Д';2. Тогда для

задачи (3.2.1)-(3.2.3) принцип предельной амплитуды не
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имеет места и при I —> +оо для решения этой задачи 
справедлива следующая асимптотика

ех р ( -1й)1)и(1,х , у )  = -

( 2 л ) 2 ' N

1 1-—
— Л (л , А ,// )/ ..ф „(у )/  2Л/ + 0 ( 1), если п -нечет ное
4 ” ”

/ „ Ф „ 001п/

"-1 
2 2 Г

/
А?

+ 0 ( 1), если п = 2 N ,

1
— В ( п ,М , ^ ) / м^ ^ (у ) (  2Л/ + 0 ( 1), если п -ч е т н о е .

равномерно по х в каждом компакте из Кп, где 
А(п, Ы,/и) и В(п,М,/и) определяются формулами (3.2.65) 
и (3.2.71) соответственно.

Доказательство. Пусть й> = Л̂ /2, п -  нечетное

число. Учитывая доказательство теоремы 3.2.1, получим, 
что для исследования асимптотики С ^ х - % ,1 )  при

/ —> +оо достаточно исследовать асимптотику

С ^ \ х  — 4,1).  Основной вклад в асимптотику 0 ^ \ х ~ 4 , 1 )

в силу леммы 3.2.1 при »+оо вносит первое слагаемое. 
В силу (3.2.27)

где С (п,АО определена формулой (3.2.28). Из (3.2.6) при

V = О получаем
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ф 0/, (О = С(п, /У)ехр( / / ,20 ( л > + * 2)1р~

Л: -  /Л1/2

: [ехр(* - /Д'/2)/ -  ф * +  /1 (Я* + *  
г к - и ,

-с!к

где нуль у скобки означает нулевую ветвь функции, 
которую мы в дальнейшем опускаем. Учитывая, что при 
больших Ы

| - ц , + * 2) ]я г

к -1 Я 1/2 и3
используя теорему Коши, получаем, что

г[ - (^ + * 2)Кд
> к - а ' ! 2

Лк = 0.

отсюда имеем

1\2N
[ехр(^ - </^2)/ -1Ф0/ДО= С{п, Л0е х р Ц /2/) ^  + * * ) ~

г„ к-гЛр

Учитывая обход вокруг точки ветвления к =  /Я';/2, 

получим

Ф 0/|(/) =  С(и,ЛГ) 1 -  ехр
А .я  4 

/ — п
V ЛГ

ехр(/Д /)х
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1- (Л. +к,т " ~  1ехР ^  ~ < 2)‘ ~ ' К  (3-2.59)к - Щ г

Представим Ф 0Д О  в виде

ф 0ц(О = с (п,М) 1 -е х р
г . л л

- 1 ---П
N\

ехр(/Л'/2/)х

'-о+1</2 /Л"2

1 +
_ -<л"2 -Я+|Л"2

х [ехр(& -  < 2)/ - ф *  = Ф Ц (0  + ФЙЧО- (3-2.60)

Рассмотрим каждое слагаемое в (3.2.60) в отдельности. 

Оценив Ф (02 (О  по модулю, а в Ф о ^ (0  сделав замену

к - 1^ 2 = -т  и применив лемму 3.2.2, при /3 = 0 , /->+оо 

получим
п 1

|ф&>)|*С(и,ЛГ)Л™~2, (3.2.61)

Ф(" \ 0  = С(п,М) 1 -ехр| -  /— и 
N

ехр(/А^/2/) х

--1
х ( - 1) "

/ „  N 

ч2^ у
( г а ’ ' 2) 2* " '/ 2Л,+1 + о ( 1), (3.2.62)

27У
1

где С (л ,Л 0 - некоторая постоянная, зависящая от п, N .
Из (3.2.60)-(3.2.62) следует, что при /~>+оо для 

Ф 0//(0  имеет место следующая асимптотика

——1 
/VФ 0/Л ')  = Н ) "  <?(!», Л() 1 - е х р

. л-I---И
N

ехр(/Д^2г)х
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носителем и и(х) = &(х) * <^(х). Тогда если |̂ (.х)| < Сг ° 

Пр и  /* —> оо, то такую ж е оценку имеет и(х). Если 
функция 9(х) обладает оценками (3.3.2) ши (3.3.3), то 
такие же оценки справедливы для и (х ) .

Замечание. Если &(х) < Сехр(-|х|) при г - »  оо и 

%(х) -  непрерывно-дифференцируемая функция в Кп с 

компактным носителем, то утверждения леммы 3.3.1 
остаются в силе, только степенное убывание при г —>°о 
всюду надо заменять на экспоненциальное убывание.

Доказательство теоремы 3.3.1. Пусть 

Ц р = а х < 7/, (х ) ,  где <тр(х )  есть шар радиуса р  с центром

в начале координат в Кп ( х ) ,

дЦр = д П х а р ( х ) 1 ) П * д а р(х) (3.3.4)

Фиксируем точку х и применим формулу Грина к 

функциям и (к ,х ° ,у )  и С (к ,х  , ^ , у , г ) ,  где х & ар(х)

'  д_  д_ 

Кд ^  дг
+  к ‘ О ( к , х 0 ,% ,у ,г )с 1 Ц р = Ц * ^ , г )х

&
+ к2 С ( к , х 0 , < * , у ,2 У Ц р +  (3.3.5)

*1о

где М [и,С] является билинейным дифференциальным 

выражением, содержащим производные и и С  до 
порядка 2ЛГ - 1 .  Суммарный порядок производных от и и 
С ,  встречающихся в каждом члене М [и ,С ],  не 

превосходит 2./У - 1 .  Точнее,

М [и,0] = аф и ( к , г ) О рС{ к, * ° ,^ у , 2\  5, = А ,
\ а \ Ц р \ < , 2 Ы - \  р |
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рДе /с,р(8\) * бесконечно дифференцируемые функции, 

определенные на единичной сфере. Учитывая, что

" а  а '

Кд 4 ' д г ,
и д_ д_ 

' дг

Р
V д г .

+ Г С (к ,х ,$ ,у , г )  = 5(х  -  4 ,у , г),

/

Р
'  д д '

\
+ к 2

\ М " д2 , У
и(к ,4 ,г )  = О,

из (3.3.5) получим

и(к,х° , у )  = |А/[и,<?]ж. (3.3.6)
8Ц„

Учитывая граничные условия (3.1.2) из (3.3.4), (3.3.6), 
получаем

и (к ,х ° ,у )  = |м[м,с]с/5.
Пхдстп

Рассмотрим разложение решения задачи (3.1.1)0-
(3.1.2) по системе функций Ф,,(_)>)

и ( к ,х , у ) = ' ^ и /1(к,хУр/1(у). (3.3.7)

Обозначим

п „ л к , х ) = — 7 — г И ’' 2<  + д  
А ^2я)1 Г1

У=0
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Используя разложение (3.3.7), будем иметь 

и ^ к , х ° ) =  \ м [ и ^ М п - (3.3.8)

Теперь рассмотрим интегралы

д<тл

= / У = 0 , \ , . . . ^ - \ .  (3.3.9)
Л т - М + И - 2 " - \

Можно показать, что

/ 2 \
и Л к ,х )  =

'  ' д '
0 я + к 2 -Л .. и (А,дг) = 0. (3.3.10)

Действительно, используя формулу Грина и 
граничные условия (3.1.2), получим

Н

, д х ;

к +Р\ —
дУ.

и{к,х,у)цр{у)сК1 = -\и(к,х,у)Р [||
д_

дУ.
Ч>Лу)(КУ

- к 2 \и { к ,х ,у ) ^ 11(у )Х 1  = (хм - к 2\ м(к,х). (3.3.10)

р (  д   ̂так как — Р, —

следует (3.3.10).

Покажем, что и/1(к,х) = 0 для всех /и. Пусть ц > 1 ,

где число (. определяется из условия < к 2 . Совершая 

преобразование Фурье по дг в (3.3.10) (считая и(к,х)  

обобщенной функцией над ), получим
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(Р о Ю  + к 2 - л /,)и(к,4) =  0.

Так как Р0(/^ )- отрицательно определенный полином и

2 А Я/1> к  при /и > (. ,  то отсюда получим, что и(к,4) = 0 .

Совершая обратное преобразование Фурье, получим

и/1(к,х) = 0 при /л> (.. (3.3.12)

Если к 2 = Хг , то из (3.3.10) следует

' д ^
Р0 —  и ,(к ,х) = 0.

\ д х )

Отсюда получаем, что и( (к,х) есть многочлен по х 
степени 2Л  ̂- 1 .  Из условия (3.3.2) следует, что

иг(к ,х )  =  0. (3.3.13)

Рассмотрим теперь уравнение (3.3.10) при /л<С .  
Покажем, что для решений однородного уравнения 
(3.3.10) справедливо представление (см.[34], с .161)

им(.к,х) = им(к,х)*И( х), (3.3.14)

где

К х )  = <2
дх

[I -  # ( * )М * )  е С ”  (Л „), з (х )  е С0*  (/?„), §(х)  = 1
у

в некоторой окрестности начала координат, е (х ) -  какое-

'  д 4
нибудь фундаментальное решение оператора <2 

Так как §е имеет компактный носитель, то

дх у

139



А ди„ * 0  —
* и *

(  дЛ
ии *0, —  е  = иц * 8  = ир .

/ д >
\ве = Я  —  ы„ * # г  = 0,

\&Х У

дх\их  у

Из последних двух равенств получаем

“ // = м/, * 0 —  1П -  # ( * )М * )  = им *И.

Так как /г(х) имеет компактный носитель, то 

О рим(к ,х ) =  и^{к,х)*  О рк(х ) ,

поэтому из леммы 3.3.1 и условий (3.3.2), (3.3.3) следует, 
что этим условиям при г ->оо удовлетворяет любая 

производная и;1(к ,х ) .  Так как функции \Уру(к,х)

являются фундаментальными решениями эллиптического 
уравнения (3.3.10), удовлетворяющие на бесконечности 
условиям (3.3.2), (3.3.3), то такие же оценки, в силу 
сказанного, справедливы и для производных любого 
порядка функций 1У^{к,х). Отметим, что удовлетворение

условий (3.3.2), (3.3.3) для функций ]У^,{к,х) и для их 

производных любого порядка можно также получить из 

асимптотики при г-> о о  функции (г )  и формулы
--1
2

дифференцирования этой функции.
Для доказательства теоремы нужно показать, что

11т е ^ ( х ° ,к )  = Пт \ / а̂  )Оаим(к,4)1)/!^ м(х°,4)с1*р =  0;
Р Р~*°дог

V = 0,1,..., N  -  I . (3.3.15)
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Рассмотрим сперва в ^ ( х ° , к )  при V = 1,2,..., — 1 . В силу

определения /7̂ ,  функции И//п, и их производные любого 

порядка экспоненциально убывает при р-><х>. Поэтому 

из (3.3.2) и сказанного получаем

] / ар ( 5 ,  ) / Г и „  { к ^ ) 0 ' ’ К ,  ( М °  , # ) < & ,

вст„
< С  ехр(- р.1т г}щ )

Отсюда при р  - >  +оо получаем

в МУ{ х \ к )  = О, V - 1,2,..., Ж -1 . (3.3.16)

Рассмотрим теперь случай у = 0 .

(х ° ,к )=  =
даг

= Р П~' \ /с ф  (•*! >,ш (* .  Р ° I )^рОР (* .-Л  р х, )<&,,
Э<т„

где и^а = О аиц, \У^р = , Ж, - элемент поверхности

единичной сферы да ,  (х ) .  Рассмотрим среднее значение 

Ои0( х \ к )

2 К

вц0(дс°,Аг) = — ) « „ * ( * ,Р», )\У>лр( к , х \ р ^  .
Л й 3<Т|

Меняя порядок интегрирования, получим

2И

да.

(*>/»! > ^ 0 /)  ( к , Х °  ,р$\ )<1р
°  К

. (3.3.17)
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и„а (к,рх\ )№„0/>(к ,х°,рв1) =

Используя (3.3.3), имеем

1

у'Чои др
+ С р Пиор (к, х , ра , )  +

г
1 д

у ‘По, др

1 1 д
к а (к ,р х } )1Ур0р(к, дг°,/з.у,) ]+

2 1Г}0р д р 1

--Г
(3.3.18)

Подставим (3.3.18) в (3.3.17) и интегрируя по р  по 
частям, получим

^ о С Л * ) -  | /а/)(^|)~—  Р П ^ца(к,(Х\)]У^р (к,Х0, ( Х ^ Н -
Ва, П  7 0 / ,  Ь  ' «

1

2«
- ( я - 0  I ира{к,рв,)\У ^р(к,х°,рвх)р п~2с!р

5<т,
2«  л

Л

1 1

«  3<г, 2/% „ Л

х Ц (2 Л Г '« , а ( * , 2 Л , ) ^ 0/7(А, * °  ,2& , ) -

-  К "~'и„а (*> Л*| ) ^ 0/г (к, х ° , Лу, ) ] -  (и -  1)  X
2И

X / (Л,/ » , ^ ^ ( А : ,д с ° .Л » , )/>"-2€//>^&1 + С  >

21< ”-1 г
Х \ р г [и„ а ^ ,р 5 ,)  + \У^р { к ,х \р и , ) \1 р  = С

К

Отсюда при К —> оо, получаем, что

йст, ^
 ̂ 3 I \
К г + к ' 2

У



в ^ , ( х \ к )  = 0 при у  = 0,1,...,Л^-1. (3.3.20)

Из (3.3.8), (3.3.9), (3.3.20) следует, что

и^(к,х°) = 0 при ц < ( . .  (3.3.21)

А  из (3.3.7), (3.3.12), (3.3.13), (3.3.21) следует, что 

и(к,х°, у )  = 0.

Так как х° произвольная точка пространства Кп, то 

получаем

и(к ,х ,у )  = 0.

Теорема 3.3.1 доказана.
Замечание. Решение задачи (3.1.1)-(3.1.2), 

выделенное принципом предельного поглощения, 
удовлетворяет парциальным условиям излучения (3.3.2),
(3.3.3).

Действительно, решение задачи (3.1.1 )-(3 .1.2), 
выделенное принципом предельного поглощения, 
определяется формулами (3.1.16), (3.1.17) при е  = 0 .  Из 
(3.1.17) получаем

вмО( х о,к )  =  0. (3.3.19)

Из (3.3.16) и (3.3.19) получаем, что

г'(2я )  г г р, ~гы*\

Ц1У/ К„ у=0

* Н (? \ х - 4 \ т, у/4) / м{ 4 Щ ,  (3.3.22)
" - 1
2

гДе //,(%) определено формулой (3.1.10), бесконечно 

дифференцируема и имеет компактный носитель. Пусть 

Я > к 7. Тогда из (3.1.12)
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Отсюда

л
т т  ^7Г) =&\п----->0.

Ой'йЛМ 2 N

Тогда Я '0 (|дф7„Д V = 0,1,...,Л/ — 1 при • +00

экспоненциально убывает. Из замечания к лемме (3.3.1), 
(3.3.22) и асимптотической оценки (1.1.5) получим

А  —  I ли/,(к,х) = (^ |д| 2 ехр| -|ф|п— , // =  ̂  + 1,̂  + 2,... (3.3.23)

Аналогичным образом, используя формулу 
дифференцирования функций Ханкеля, получим

( 1-л

иц{к ,х ) = 0 1 |дг| 2 ехр1-|дг|81П

ц  = 1 + \,1 + 2,... (3.3.24)

I I .  п  \
—  V  Ч Ш  ----------------

Рассмотрим случай Я < к 2 . Из (3.1.12) получаем, что 

,1тг]0/1= 0 .  Для всех слагаемых в (3.3.22) с

V - 1,2,...,N - 1 ,  как и выше, получим оценку (3.3.23) и 

(3.3.24). Для слагаемых с у = 0 из (1.1.5)

д\х\ ~ ,Т1ом
\ ( |+л>1
) ,= о N  2

^ /

и из леммы 3.3.1 получаем (3.3.2) и (3.3.3). 
Замечание к теореме 3.3.1 доказано.



Г Л А В А  IV

ПРИНЦИП ПРЕДЕЛЬНОЙ  
АМПЛИТУДЫ ДЛЯ 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ  
УРАВНЕНИЙ

В этой главе доказаны принципы предельного 
поглощения и предельной амплитуды для краевой задачи 
в полупространстве для эллиптических систем уравнений 
с параметром, получающихся из смешанной задачи для 
строгогиперболических систем уравнений с постоянными 
коэффициентами после преобразования Лапласа 
относительно временной переменной, а также поведение 
при I  —> +оо решения смешанной задачи в четверти 
пространства для строго гиперболических уравнений 
высокого порядка с финитным возмущением.

Смешанная задача для строго гиперболических 
систем уравнений в четверти пространства решена 
Х.О.Крайсом [30], Р.Сакамато [31], [32], Т.Балабаном [33]. 
Корректная постановка краевых задач в полупространстве 
и в четверти пространства изучена Г.Е.Шиловым и его 
учениками [34]. Затем появилась работа М.С.Аграновича
[35], в которой изучалась общая краевая задача для 
эллиптических систем уравнений с комплексным 
параметром.

Принцип предельного поглощения и предельной 
амплитуды для краевой задачи в полупространстве для 
эллиптического уравнения высокого порядка с 
параметром рассмотрены в [37].
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§ 4.1. Обозначения и вспомогательные 
утверждения

Пусть К* = {дг: дг е Кп, дг, > 0} - полупространство,

дг* =(дг2,дг3,...,дг„) и 4* =(%2,4 ъ,...,4„) - двойственные 

переменные относительно преобразования Фурье Р  .
Рассмотрим в четверти пространства 

=  {(/, х ) : / > 0, л:, > 0, дг* е  Кп_х} смешанную задачу

ди(1,х)
д1

= Р
дх

и(1,х) + / (1 ,х ) (4.1.1)

с начальным условием

м (0,*) = 0 (4.1.2)

и краевым условием

и, (/,0,дг*) = 0, и2 (/,0, х*) = 0,..., иг (1,0,х ' )  = 0, (4.1.3)

где
м(/, дг) =  (м, (/, дг), и2 (I, дг),-.., ит (/, дг)), 

/ ( ( ,  х) = (/, (/, х), / 2 (/, х) , . . . , /т (1,х))

столбцевые вектор-функции,

дх А ~дх 2 ' ' * ?

А и В, -  постоянные квадратные матрицы порядка т .  

Предположим, что матрица А невырождена и имеет вид:



а 2

(Л

А~ = <0,

г+1

а г + 2

Л + = >0,

что не является ограничением. Через |дг| будем обозначать 

евклидовую норму вектора х ,  через ||Л||- норму матрицы 

А , Е -  единичную матрицу

=-
'  дх\' • • • д х ;

у =  ( у 2,уг>...,уп), \у \ =  у2 +  уг +... +  у„

Определение 4.1.1. Система уравнений (4.1.1) 
называется строго гиперболической, если при 
вещественных |̂| =  1 собственные значения матрицы

РЦ4) = 1 А $ + 1 В ( П ,  В ( П  = 2 , В &
7=2

чисто мнимые и различные.
Положим к -  А, + Ис2, М  -  А~'(кЕ - /Я(^*)). Имеет

место
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Лемма 4.1.1. При к, > 0 матрица М  имеет в
точности г собственных значений X с К е Дс О  и т - г  
собственных значений с Не Л > О.

В условии (4.1.3) число г  равно числу собственных 
значений матрицы М  с отрицательными вещественными 
частями.

Определение 4.1.2. Вектор-функцию и((,х) будем 
называть решением задачи (4.1.1)-(4.1.3), если она имеет 
непрерывные производные по 1,х, для которых

и удовлетворяет задаче (4.1.1)-(4.1.3) в обычном смысле.

§ 4.2. Оценки решения стационарной задачи и 
принцип предельного поглощения

Чтобы решить задачу (4 .1.1 )-(4 .1.3), произведем в 
этой задаче преобразование Лапласа по I . Будем

предполагать, что / (/ ,* ) = / ( х ) е и'я . Тог да

кы(к,х) = р ( ^ \ м ( к , х )  + - / ^ ~ ,  (4.2.1)
\ о х ]  к - т

с граничным условием

IV, (к,0,х*) = 0, н’з(к,0,х*) =  0,...,ууг(к,0,х ')  = 0, (4.2.2)

где н»(А,х)- преобразование Лапласа от и(1,х).
Определение 4.2.1. Будем говорить, что для задачи

(4.2.1)-(4.2.2) Имеет место принцип предельного 
поглощения, если существует предел

с!х < +оо, а ,  = 0,1,



м>Цк2,х ) =  Н т м>(к,х)
Аг|->0

равномерно по х в каждом компакте из К* и ыЦк2,х) 
удовлетворяет предельной задаче (4.2.1)-(4.2.2) при 
к, = 0 .

Изучим суммируемое в К* вместе с производными, 

входящими в уравнение, решение м>(к,х) задачи (4.2.1)-

(4.2.2) при к \>  0. Заменим свободный член в правой 

части (4.2.1) на / (х )  и решение задачи (4.2.1)-(4.2.2) с 

этим свободным членом также обозначим через и’( к ,х ) .

Производя в (4.2.1)-(4.2.2) преобразование Фурье по х* и 
учитывая невырожденность матрицы А ,  получим 
следующую задачу:

<М(к,х, , 4 )  =  М { к ^  щ к Х̂х ,<**) + (4.2.3)
ах|

с граничным условием

3](к ,0 ,4 ')  = 0 ,32(к ,0 ,4 ')  = 0,...,&г( к , 0 , П  = 0, (4-2.4)

где

9 (к ,Х], Г ) = Р Ы к ,х ) ) ,  -  А - 'Г (Д х ) )  = * ( * , ,4*1

Разложим пространство Кт, в котором действует 

оператор М , в прямую сумму подпространств Я~ и /?*_,., 

первое из которых порождается собственными (и
присоединенными) векторами матрицы М , 
соответствующими собственным значениям с
отрицательными вещественными частями, а второе -  
собственными (и присоединенными) векторами, 
соответствующими собственным значениям с
положительными вещественными частями. Тогда 
разлагаются и векторы
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, 8 +У

Имеет место

Теорема 4.2.1. Пусть /  ( / )  по х имеет 
суммируемые производные до порядк& т + п + 1

____  М ^ О  х . . . ,т  + п ~ ] .

Тогда существует единствей/,ое Решение задачи
(4.2.1)-(4.2.2) и оно определяется ф о ^ У л0^

1 х\у(к,х) = (и» ,м> ) = — <7^7 
( 2 # \

х

где

\ 3 ( к ,х : ,4 * )ек р [ - / ( х \ ^ ' ) ] ^  ’ (4.2.5)

9  (к ,х],%*)= }ехр[(дг, -т ) М { к ,4 * ) \  ^ г ’
О

9 +(к,Х\,%') = /ехр[(д:, - г)М(к,%")\$+ ( г '^ № т-

(4.2.6)

а С  -  постоянная.
Доказательство. С помощы^ метода вариации 

постоянных находим, что решений уравнения (4.2.3), 

абсолютно интегрируемое по .г, в [ 0 , ^ ’ имеет вид

Щ , х и 4 * )=  }е х р [(х ,-г )Л / (А ,^ #) к  № т -
о

-  |ехр[(х, -  г)А/(А ,^*)]^+(г ,^ ‘ )а^  +  ехр[*1 М(к,% )^ 0.
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Удовлетворив граничным условиям (4.2.4), однозначно 
определим вектор с0 -  0.

Теорема 4.2.2. Пусть / ( х) по х* имеет 
суммируемые производные до порядка 2т + п - 1 и

| о ;/ (х )| ^ ‘ < — И = + «  - 1 •
К„-1 + Х\

Тогда для задачи (4.2.1)-(4.2.2) имеет место 
принцип предельного поглощения и

|Ц /Д х) -  и>(А,х)| ^ С, (Р ,к )|//? -  Л|,
(4.2.7)

" А "
\ д х у

(Ц /Д х) -  и<А:,х)| < С г(р ,к )\1 р  -  к\

равномерно по х в каждом компакте из К * , где /? - 

вещественное число, с Д Д А ) -  полином от (3 и к 

степени т - 1.

Доказательство. Оценим ^ “ (^ х , ,^ * )  при больших 

|̂ |, а 9 +(к ,хи 4*) при больших л', и |̂ *|. Из условия 

теоремы следует, что

С ______
,01+1

|г(г,о [<7 у

(1 + И /  0 + г)

Используя оценку для нормы матрицы ехр[(х, -  т)М] в 

подпространстве Кг (см. [34], стр.242), получим

|5'(Л,х,,^*)|<С(А:)|х, + '^ '(г ,# * )| < / г .

Отсюда
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| 0 - ( М „ Г ) к  (4-2-8)1 + И

равномерно по дг, из компакта, где С  (к) -  полином от к 

степени т - 1 .  Аналогично в пространстве К*_г

\&+(к ,х{,4 ' ) \<  С к̂) |х, - г Г '  ...., ■
1 + И  д, 1+7

Но последний интеграл при дс, -> +оо убывает как л:|~(т+|). 

Поэтому при больших лс, и |̂ *|

| Г ( М „ Л к 7-------- У * .  ' . (4.2.9)

(— Г ' Ы г Г '

Пусть ^(А :',*,,^*) и *9(Аг",дг, ) -  решения задачи

(4.2.3)-(4.2.4) для двух различных А:' и А:" с 
положительными вещественными частями.

Обозначим

г(к',к",х], 4 ' )  = Щ ' , х ], 4 - ) - Э ( к ”, х ]^ ' )

Тогда г(к',к",хх,%*) -  решение краевой задачи

• = М (к ' ,4 * ) г (к ' ,к \  х ,, # * ) +

+ А ~ \ к ' - к ”)9(к",хх, 4 ' )  (4.2.10)

с граничным условием:

г1(А ',Г Д Г )= 0 ,2 2(Л ',Г ,0 ,Г )= 0 , . . .^ (^ ,Г Д ^ )= 0 .  (4.2.11)

Г
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Применяя теорему 4.2.1, определим г(к ',к" ,х , , ^ * ) .  Из 

формулы (4.2.6) для решения задачи (4.2.10)-(4.2.11) 
получим

\ г - ( к ' ,к ' ,х х,4 ' ) \< С \к ' - к " \х

х )|х, -  г Г '11М ( к ' , Г  )|И ' (** , т, Г ) \ с*т. (4.2.12)
о

Из (4.2.8), (4.2.12) имеем

, . , С,(к',к")\к'-к"\
7- { к \ к ' , х у , ? и  ’ , ...1 (4-2.13)

1+|Г|

равномерно по х, из каждого компакта. Аналогичным 

образом из выражения для г +(к',к" , х х,%*) и из (4.2.9) 

находим, что

I . , С Л к',кЧ к'-к" \
)Ы  , |„1 ' (4.2.14)

|+ Н

равномерно по х, из каждого компакта. Из (4.2.13), 

(4.2.14) следует, что

, . , С Л к',к ') \к '-к '\
к к ' Х , х х, ? )  < Л , ■■■■' (4.2.15)

1+|Г|
Производя обратное преобразование Фурье над

2(к',к",х|,^*) и используя (4.2.15), получаем

|и<А:',х) -  и<Г,х)| < С, {к',к")\к' -  к "|. (4.2.16)
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равномерно по х, из каждого компакта и х* е  Кп . Из

(4.2.8), (4.2.10), (4.2.15) следует, что

<&(*', А", х , ,^ * )

Л ,

С 2(к ',к ') \к '-к"\
I * 1Л 

1+к

равномерно по х, из каждого компакта. После обратного 

преобразования Фурье по |̂ *| будем иметь

~ ^ ( к ' , х ) - ^ - ч ’{ к \ х )  
ох, ОХ,

Из (4.2.15) также следует, что

< С 2{к',к")\к'-к'\. (4.2.17)

В
дх*

7 Ы ^ х ) - и < Г , х ) ) к с 2(^ Г )| А '- Г | .  (4.2.18)

равномерно по х, из каждого компакта и х* е . В силу

(4.2.8)-(4.2.9) возможен предельный переход под знаком 
интеграла в (4.2.5) при А, - »  0 равномерно по х в каждом 

компакте. Аналогичное утверждение справедливо и для

г д Л
—  >у(А:,х) • Поэтому, переходя к пределу в (4.2.1)-

удх)
(4.2.2) при Л:, —>0,  получаем, что и>(1к2,х) удовлетворяет 

предельной задаче, а из (4.2.16)-(4.2.18) следует (4.2.7).

Лемма 4.2.1. Пусть 0 ^ / (х ),  ц  -  0,1 по х* имеет 

суммируемые производные до порядка т + п и

| о 'о ; ./ < * )| * -
/С,

С
1 + х,т+1

Тогда при к2 - »  оо



равномерно по х, из каждого компакта и х ’ е  Нп ,. 

Доказательство. Рассмотрим

м»+ (/Л2, х ) =  -  1 —  |е\р[- /(х* ,4* )}/4*х
(2^г)

Разобьем интеграл по в (4.2.19) на две части:

И'|+ (1к2, х ) + И'з (/^2» х ) =
(2л-)п- 1 к +  к *

^Н*1| Ии*г|

X °}ехр[(х, -  т)Щ1к2,4 '  ))?+ (г,^* )(1т, (4.2.20)

где е > 0  -  достаточно малое число. Изучим каждое 
слагаемое в (4.2.20) при к2 ->  °о . Представим матрицу М  
в виде

Так как

Щ1к2, ? ) = \ к 2\А-' 

к*

1к
и  ~ ,Е -Ш  .

(\к2\;

< е  для и>,+ и элементы матрицы В

однородны с порядком однородности один, то из теории 
возмущения известно, что собственные значения матрицы 
М  будут различны. Поэтому на базисе из собственных 
векторов матрица М  будет иметь диагональный вид. 
Тогда
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ехр[(х, -т)М]%+ =

ехр

Г 
1 

1 К) >

<1*21 |*г|,

\

&+>(*■.$’ )

ехр

V

(дг, — г)|*2 |Ят
* 2 г  V

Я т (* ^ ’ )
/

Таким образом, мы должны изучать при к2 оо 

интегралы вида

щ ] (гк2,х) =
1

(2л-)1п-1
| ф М

|ехр
( 1к р*  ̂

й ’г а
У = г + 1,г + 2,..., т.

(дг, - г )| *2|Л ё 1(т,4")с1т, 

(4.2.21)

Так как при 

место оценка

Г
<«■ для собственных значений Я, имеет

'■г I 2
> с0 > О,

то при больших \к2\, интегрируя внутренний интеграл в

(4.2.21) один раз по частям по г и оценивая по модулю, 
получим

1 о

У = г  + 1,г + 2,...,ш.

—  8  
дг

(4.2.22)
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Из (4.2.20)-(4.2.22) следует, что при больших |Л2| имеет 

место оценка

\ ^ ( 1 к 2, х ) \ < ~  (4.2.23)
| 21

равномерно по лг, из каждого компакта и х* е  .

Рассмотрим теперь м>2 (1к2,х ) .  Оценим это по норме 

в подпространстве используя оценку нормы

матрицы ехр[(лг, - г )Л / ] (см. [34], стр.242). Тогда

|и-2(/*2,.г)|< | ||ехр[(х,-г)Л/)|я+( г ,^ * )^ г <

<С (гг) |^ ‘ |т+” -г|л~'|^+(г,^*)|(/г.
# 2| *1

Используя условия на / (х ) ,п р и  &2 ->  оо имеем

|^(/Аг2,дс)|^т—т (4.2.24)
|*21

равномерно по дг, из каждого компакта и х' е Кп_у. Из

(4.2.23), (4.2.24) следует, что при больших \к2\

\ц>+0 к 2, х ) \ < ~  (4.2.25)
| 21

Точно так же, как и выше, рассматривается

мг(1к2,х ) =  1 , |ехр[/(х’ ,<^')]с/с’ х
(2^ ) кя1

X [ехр[(х, -г)М (/Л :2,^ * )^ (г ,^ * )с / г
О
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и доказывается, что при к2 - »  оо

(4.2.26)

равномерно по х, из каждого компакта и х* е .

Из (4.2.25), (4.2.26) следует доказательство леммы.

§ 4.3. Принцип предельной амплитуды для  
гиперболических систем уравнений с 

постоянными коэффициентами

Решение задачи (4.1.1)-(4.1.3) восстанавливается по 
решению стационарной задачи (4.2.1), (4.2.2) согласно 
формуле:

где е  > 0 . Докажем следующую теорему.

Теорема 4.3.1. Пусть 0 ^ / ( х ) ,  // = 0,1 по х* имеют 

суммируемые производные до порядка 2т + п и

равномерно по х в каждом компакте из К *, где и'(/<«, х )-  

решение задачи (4.2.1), (4.2.2) при к = 1со. 
Доказательство. Рассмотрим контур

, ч 1 ЕТ # , х )
“ (*>*) = —  I  ------- е\р(к/)с1к, (4.3.1)

2т  ̂ к - ю )

Тогда

Мт ехр(-/й^)м(/,х) = м>(1СО,х)
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7

Г = Ц Г „  где  Г, = (-/оо ,-Ш ), Г2 = [-/Д -/(« у -< 5 )],
/=|

Г3 =(/(<у -<5),А+/'(й>-<5)], Г4 = (Д +/(й>-<5),Л +/(<у+#)],

Г5 = (Д+/(й>+<5),/(<у+<5)], Г6 =(/(©+<5),Ш], Г7 =(/Д+/оо),й>0.

Вектор-функция ы(к,х) является аналитической вектор- 

функцией от к при к{ > 0  и непрерывна при кх = 0 . 

Поэтому в силу леммы 4.2.1 контур интегрирования в
(4.3.1) можно заменить контуром Г . Представим и(1,х) в 

виде

и(1,х) = м>(1й),х)ехр(1со1) + —  Гн ( ^ * ) — М} 0),х) ^к()с/к.
2т I к -  1со

Для доказательства теоремы достаточно показать, что

равномерно по л: в каждом компакте из К * . Возьмем 

достаточно малое число г, > 0 . В силу леммы 4.2.1 при 

достаточно большом О

то из (4.3.2) следует, что при больших О и I —> +оо

/_*+со *
Пт [ \у(к,х)-м/(1а>,х) 

к -1(0
ехр(к()с1к = 0

(4.3.2)

равномерно по х, из компакта и х* е  . 

Так как
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г, иг,

\у(к,х) -  \у(10) , х)
к -  1(0

ехр (к1)с/к < 3 г , (4.3.2)

равномерно по дг, из компакта и дг* е  Л„_,. 

По лемме Римана

П т  Г « к . х > - М Ш , х ) а  0
(-»+» --

г21г6 к - 1 ( 0

равномерно по х в каждом компакте из /?,}. В силу 

теоремы 4.2.2

I
и>(к,х) -  мЦ(о,х)

к -1(0
ехр (к/)с1к

г^г,

(•и^А,*)- М^ЙУ.дг)

г  А  - 1 ( 0

< С  А ехр(/Д), (4.3.4)

ехр(Аг/)с/Аг <С<?ехр(/Л). (4.3.5)

Из (4.3.4), (4.3.5) следует, что при Л - » 0 ,  достаточно 
малом 8  и при любом 1> О

* и- __ IЛ 1
г,11г4иг, *

(4.3.6)

равномерно по дг, из любого компакта и дг* е .

Из (4.3.2), (4.3.3) и (4.3.6) следует доказательство 
теоремы 4.3.1.

Замечание. Утверждение §4.2, §4.3 остаются в силе, 
когда матрица Р ( ^ )  имеет при ^ *  О кратные 

собственные значения, но при дополнительных условиях 
на функцию / (* ) •  Так, например, если
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условия теоремы 4.3.1 при у - г 2 ,  т о  для задачи (4.3.1)-

(4.3.3) справедлив принцип предельной амплитуды, где г, 

наибольшая кратность собственных значений с 
отрицательной вещественной частью, а г2 -  наибольшая 

кратность собственных значений с положительной 
вещественной частью. Смешанная задача (4.3.1 )-(4.3.3), 
когда матрица Р(/<^) имеет кратные собственные 

значения, изучена в работе[36].

§ 4.4. Поведение при / ->  + да решения смешанной 

задачи для гиперболических уравнений высокого 
порядка с переменными коэффициентами

В этом параграфе изучено поведение при /—>+да 
решения смешанной задачи в четверти пространства для 
уравнений в частных производных высокого порядка с 
переменными коэффициентами, главные части которых 
являются строго гиперболическими дифференциальными 
выражениями. Доказано, что при конечном числе условий 
ортогональности на правую часть уравнения имеет место 
принцип предельной амплитуды.

Пусть К2+ = { (/ , * ) :  ( 1 ,х )е Я 2, I > О, х > 0 }  . 

Рассмотрим в К2+ следующую задачу:

с начальными условиями

„ (о , , ) = о , М у О  = о. 
д1

д"'-'и(о,х) 0
дГ -'

(4.4.2)
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и граничными условиями

„ ( ( ,0) = 0 , М ^  = 0 , . . . , ^ » ) = 0 ,  (4.4.3)
дх дх

где Ь (р ,4 ) -  однородный полином по (р ,4 )  степени от с 

вещественными коэффициентами, со - вещественное 
число.

'  д д Л
х, 

д1 дх
- дифференциальный оператор по —  и

д(
Т
\

—  порядка меньше от -1  с финитными бесконечно
дх

дифференцируемыми коэффициентами, / ( х)~

принадлежащая Ь2{ К \ )  финитная функция, а число 

г < т -  1 определено ниже. Через Ь21//(К {)  обозначим 

пространство функций /’Х * ), для которых 

ц/(х)Р(х) е  Ь2 (7?,+) ,  где у/ = ехр(-л:2) .

В силу определения строго гиперболичности 
уравнения в §4.2 имеем, что при вещественных ^ *  О 

корни уравнения

= о

по к чисто мнимы и различные. Как указано в лемме 
4.1.1, при К.е&>0 корни уравнения

Ц к,Я ) = 0 (4.4.4)

распадаются на две группы.

Через Н \ К \ )  обозначим пространство Соболева- 

Слободецкого, состоящее из функций, определенных в 

/?,+, преобразование Фурье которых является локально 

интегрируемой функцией и (<*), такой, что
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< +00 ,

а Н " г{ к ; ) = « ( * ) : и(х) е Н т (Л ,),
*=0

V -  0,1,..., г\ г < т

Определение 4.4.1. Решением задачи (4.4,1)-(4.4.3) 
называется функция и((, х) е  С т [[0, оо), Н'"г ( Л,+ )],

удовлетворяющая уравнению (4.4.1) в смысле Ь2.
Совершим в (4.4.1)-(4.4.3) преобразование Лапласа 

по I . Тогда получим

Г, э ! А (  д ЛА

V дх)
и(к,х ) +  Т х,к ,—

V дх
и(к,х ) /(■*) 

к  - 1 ( 0

с краевыми условиями

дх дх

где и(к,х) - преобразование Лапласа по I от и(1,х). Нами 

в [37] доказано, что при Ке &>0  для принадлежащего 

Ь2( К )  решения задачи (4.4.5), (4.4.6) (с правой частью

/ ( * )  в (4.4.5)) когда Г] х ,к ,—  | = 0, имеет место формула

и ,(к ,х )  = Ь \ к ) / ( х ) =  ^С(к,х,г])/{г])с1т],

где функция Грина С(к,х,г]) этой краевой задачи 

определяется следующим образом:
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С(к,х,?]) =

■А 1 А  е х ^ (А > х -Я ; ( ^ )
1 = 2 . Т - ------------------  X  ;  п р и х > п

,=|П  { т - м к ) ) н -ы  п  й д * ) - я „ ( * > )
У=\ /У=/,/*+1

,ех\(А1(к )х -А ] (к)т})
прих < т)

,=г+| 1Т М -л л #л' ПЛ т -к ю )
//=/•+1 1̂=/, 1

(4.4.7)
здесь штрих у знака произведения означает, что 
множители с одинаковыми индексами отсутствуют, а 
АДА)  - корни уравнения (4.4.4).

Так как Ь(к,А) есть однородный многочлен по 

(к ,Л ),  то корни уравнения (4.4.4) имеют вид

Я] (к) = а /к, ]  = 1,2,...,т (4.4.8)

В силу строгой гиперболичности Ь числа ег
д_ д_

V д( дх ;
вещественны и а , ^ а / при / * у . В силу леммы 4.1.1 

а ; < 0 при у =  1,2,...,г , а огу > 0 при у = г + 1,г + 2,...,/и. 

Предположим, что

а, < а 2 < ••• < а г < 0; агг+) > « г+2 >... > а т > 0.

Приведем лемму, которая необходима для 
дальнейшего.

Лемма 4.4.1.
а) Функция Грина С(к,х,г/) голоморфна по к в 

полуплоскости К.еА:>0 и в  этой полуплоскости для нее 
имеет место оценка

д О ( к х , г ] )  ^ — С, ехр[КеА:(агд; -  а тг})\ х * г ] ,  (4.4.9) 
дх 1 + |А:|
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6) Функция С(к,х,г]) аналитически продолжается 
в полуплоскости Не Л < 0  и в  этой полуплоскости для нее 
имеет место оценка

д'0(к,х,Г])
дх 1 + *

С
- ^ Г7ехр[К«Л(ог1х -а гг+,7)], хфт], (4.4.10)

в) 9 = 0, 7 >0 ,  ( < г - I, (4.4.11)
дхг

при всех к , здесь С, - постоянная.
Доказательство. Голоморфность С(к,х,Т]) по к 

при Ке ̂  > 0 и ее аналитическая продолжаемость на 
полуплоскость Я е к <  0 следует из выражения 0(к ,х ,г /)  и 

из выражений (4.4.8) характеристических корней Л^(к).

Покажем, что точка к = 0 является устранимой особой 
точкой для С(к,х,т]). Из вида С(к,х,Г]) следует, что (7, и 

С 2 соответственно являются двойными разделенными 

разностями вида Ф  (А1,...,Аг;Аг+1,...,Ат) и

Ф(ЛГ+1,...,Л„;А1,...,АГ) [34] (стр.228) для функции

е \ р ( х Л - / / 4 ) . Разлагая экспоненты в ряд, в выражениях 

С?, и С 2 получаем, что члены, содержащие 

(Л,(к)х -  А ^ к) /] } ' , / и < т - 2 , обращаются в нуль, так как 

они будут двойными разделенными разностями от 

функции ( А х - ф У . Поэтому числители и знаменатели в

(4.4.7) в точке *  = 0 имеют нуль порядка т - \  и при 
&- >0  С(к,х,Т]) имеет конечный предел. Оценки (4.4.9), 

(4.4.10) следуют из (4.4.7). Из (4.4.7) также получаем, что

д 0 2(к,х,т1)

дх1
-О П '  (Цк)-А„{к))=>-' П  { т - К ( к ) )

/1=Г+\ |/= у , 1

Так как
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-  = 0 , при 1 < г - \ ,
п  {л,(к) - \ ( к ) )
у=/,1

то отсюда следует доказательство пункта в) леммы 4.4.1. 
Лемма доказана.

Так же, как в [38] (стр.546), можно показать, что 
формула

и(к,х) -  Ь~\к)У(к,х)

при каждом к ( К е А > 0 )  устанавливает взаимно 
однозначное соответствие между принадлежащими 

решениями задачи (4.4.5)-(4.4.6) и 

принадлежащими Ь2(К {)  решениями уравнения

У (к ,х )+ А (к )У (к ,х )  =  ̂ ^ - ,  (4.4.12)
к -1(0

(  дЛ
где А(к) = Т \х ,к ,—  Ь \ к )  есть вполне непрерывный

V д х )
оператор, аналитически зависящий от параметра к и 

действующий из пространства Ь2(К^) в себя. В силу 

леммы 4.4.1 оператор Ь~'(к), следовательно, и А (к),  
допускают аналитическое продолжение в область 
К.е&<0. В этой области А(к) является вполне

непрерывным оператором в пространстве Ь21//( К { ) .  Так

как Т\ х,к,
дх

есть дифференциальный оператор порядка

меньше т - 1 ,  то из (4.4.9) следует, что при достаточно 
больших положительных к

|И*)|| < е.
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Поэтому для этих к резольвента К(к) = (/ + А(к)) ' 

уравнения (4.4.12) существует. В силу аналитической 
теоремы Фредгольма [39] (стр.224) резольвента К{к) в 

области К с к > - / 3  (/?> 0) является оператором, конечно 

мероморфно зависящим от параметра к . Так как полюсов 
Я(к) в этой области конечное число, то можно выбрать 

число 8  < /3  такое, что на прямой К е* = -<5 резольвента 

не имела полюсов.
Лемма 4.4.2. Для решения краевой задачи (4.4.5)- 

(4.4.6) при Кък = - 8  имеет место оценка

и(к,х )
С

ч * г
<4 -4 - 13>

Доказательство. Пусть к = - 8  + 1к2 . Используя 

лемму 4.4.1, получим

и(к,х)
С  ехр(-<5а, х)

4*1
т-1 |ехр(^йгг+,//)|К(А:,/7)|^7.

дх
В силу финитности коэффициентов оператора

/X*)при больших х У(к,х) ведет себя как ------ - - . Поэтому
к -1(0

и(к,х) < С ^ х Р { 2 8 (^_х )  | е Хр(2^аг„, + е )т ] \У (к ,п ) \2 ■

I1 + 1*Г ) °
^ С е х № )  ;

(1+1*17  2(1'

Отсюда

и(к,х) < С

, + |*Г
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Лемма 4.4.2 доказана.
Замечание. Отметим, что оценка (4.4.13) верна и в

нестационарной задачи (4.4.1)-(4.4.3).
Пусть я,, (у = полюсы порядка

резольвенты К(к ) ,  расположенные в полуплоскости 

К& к > - 8 , и первые ц  из них 51,52,...,5/1 расположены на 

полуплоскости К е А > 0 .  Тогда для К(к) имеет место 

разложение

где В / - конечномерные операторы, 0 ( к )  -  регулярная

оператор-функция от к .
Рассмотрим два случая: а) точка ко отлична от 

полюсов резольвенты К (к ) , лежащих на мнимой оси, б ) 

точка 1(0 совпадает с одним из этих полюсов, например, 

1(0 = 5,. Имеет место

Теорема 4.4.1. Пусть выполнено а) и т >  2. Тогда 
при /-++оо для решения задачи (4.4.1)-(4.4.3) имеет 
место разложение

Доказательство. Решение задачи (4.4.1)-(4.4.3) 
восстанавливается по решению задачи (4.4.5)-(4.4.6) по 
формуле

случае, если К е *  ограничена, а |1т*| достаточно

большое число.
Изучим теперь при / -> +оо решение

Л
и(1, д:) = и{1(0, х) ехр (/<у?) +

где
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|  '<* >+«  л

и(1,х) = ----  Г и(к,х)ехр(к/)с1к,
2 т

где

и(к, х) = Г 1 ( к)У(к , х) = V  (к)К(к)-1/ А х )  
к -1(0

Используя замечание к лемме 4.4.2, по теореме 
Коши получим

I  л

и(г,х) = 1Г' (1(о)У (1(0, х)ехр(10М) + ^Вычи(к,х)ехр(к1) + \У (1,х),
Н

где
/оо+<5 ,

УУ(1,х) = ----  [ и(к,х)ехр(к1)с/к.
2т —/со—8

В силу разложения (4.4.14) имеем

X  Вычи(к,х)ехр(к1) = СХРУ  Ь 1 (к)В / (дг)| .
, “ ■ (а , - и \  к - 1 т  «=.«,7 = 1  * =Л'У >1 (?У -1 )! * - / ю

|^(/,дс)| ц/2(х)с1х<
ехр(-2<#) % 2

2л-

г 1со-3
\ч ^ \х )  /

О  \ - / о о —д

/ С О -

и(к,х)с!к
\2

< С ехр (-2# )|у/2(д;>& | (1 + |*|),/2
—/со—3

и(к,х) (1к.

По теореме Фубини в последнем интеграле можно менять 
порядок интегрирования. Используя оценку (4.4.13), 
получим

Л»Ч/,дО| у /2 (х)Лс <, С ехр(-2#)||/||; „ \
-з  Г , з V 1 

]+\к\2т-2
-1СО-3 \

йк.
/



Так как т  > 2 , то

Теорема доказано. Из этой теоремы следует
Теорем а  4.4.2. Пусть выполнены условия теоремы 

4.4.1 и / (х) удовлетворяет конечному числу условий 
типа ортогональности. Тогда при I - » +<х> для задачи 
(4.4Л)-(4.4.3) имеет место принцип предельной 
амплитуды, т.е.

здесь 0 <  у  < 8 .
Доказательство. В этом случае все слагаемые в 

(4.4.13) с индексом у < /л обращаются в нуль, а остальные 

слагаемые при >+оо экспоненциально убывают.
Теорем а  4.4.3. Пусть имеет место случай б) и 

т >  2. Тогда при / -*+ < » для решения (4.4.1)-(4.4.3) 
справедливо разложение

где для IV(I,х) удовлетворяется оценка (4.4.16).

Доказательство теоремы аналогично доказательству 
теоремы 4.4.1.

Таким же методом результаты §4.4 можно обобщить 
на многомерный цилиндр, что сделано в [68].

Л
и(1,х) = и(1о),х)е \р(1со1) + 11(1,х),

где

м(/,х) = - Ц е х р (к()Ь ' (к)В]/ ( х )  
Я \ \с ! к 4'

+ ехр (10)1 ) 1  ' (1(0)0 (10)) /  (х) + №(1,х),
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